FICHE METHODE | LIMITES des FONCTIONS

1) A quoi servent lelimites des fonctior ?

a) Exemples :

@. I[y a actuellement 50 filles et 60 garcons et il arrive un couple (fille, garcon ) par minute

50 +
Que devient le pourcentage de filles si [ 'on attend trés longtemps ? | [im T

@. On partage équitablement 1 million d 'euros entre X personnes !

Que devient la part de chacun s’i y a beaucoup de personnes ? lim =?

E:
]C_>+00)C

Q. Si prix du repas est de x euros , le bénéfice du restaurateur est de B(x) = — 5x% +65x +690

Que devient le bénéfice s’ il augmente beaucoup le prix ? lim  —5x% +65x +690 =?

.X‘—>+00

@. Avec 10 litres d 'eau, on rempli des verres de xml!
Que devient le nombre de verres que ["on peut remplir quand le verre est de plus en plus petit ?

fm 10 =>
X -0 Xx

® . Il se déplace sur un axe gradué et son abscisse en fonction du temps est donnée par
AX)=—-x2+10x+5.

Que devient son abscisse si [’ on remonte longtemps dans le passé ? lim - X2+10x+5 =2
X - =0

b) Remarques :

Les fonctions permettent de « modeéliser » cerfalm&omeénes, de décrire I évolution

de certains d’entre eux dans le tempsegx@mple. ( variations de la température moyenne
de la terre, variation de la populatiorud pays...).

On s’intéresse parfois a ce que devieph@romeéne loin dans le passé ou loin dans le futur
Ou encore, sur un voisinage d’'une date igg2cCe type de questions a fait naitre la notien d
limites d’'une fonction en & en —c ou en un nombre a ( a = 0, par exemple ).

Il est nécessaire, de connaitre et de nisattcertains savoir-faire concernant cette notion



1) Qu’est ce qu’une limiti ?

Définition 1: (limite de f(x) quand x tend vers do )

Soit f une fonction.
On distingue 4 cas selon ce qui peut arriver gdawcourbe de f quandtend vers +oo.

1) La courbe monte a l'infinie quand x tend vers, on dit que
f a une limite égale a o¢ infinie quand x tend versece / >

eton note Iim f(xX) =+ .

X — +oo
A

2) Courbe qui descend a moins l'infinie quandndteers +o.

f a une limite égale a e infinie quand x tend verses

et on notexlinl f(x) = + o0 \ >

3) Courbe qui se rapproche de plus en plus d’uogedr
d’ équation x = a paralléle a 'axe (ox) qdantend vers +o.

f a une limite égale a «a» quand x tegns woo

On note lim f(x) =a
X — +o00

et on dit que la droite d’équation x = a wstdroite asymptotea la courbe de f en os.

4) Si I'on n’est pas dans un des cas précédentts ah dit que f n’a pas de limite encot

Définition 2 : (limite de f(x) quand x tend vers - )

Soit f une fonction.
On distingue 4 cas selon ce qui peut arriver dawcourbe de f quandtend vers —co.

1) Courbe qui monte a l'infinie quand x tend vers. A
f a une limite égale a o¢ infinie quand x tend versoe
eton note lim f(X) =+oo.

X > — >
\
2) Courbe qui descend a moins l'infinie quandndteers —o. A

f a une limite égale a o infinie quand x tend versce
etonnote lim f(xX) =—o

3) Courbe qui se rapproche de plus en plus d’uogedr /
d’ équation x = a paralléle a I'axe (ox) gqdantend vers .
f a une limite égale a «a» quand x tegns woo
On note lim f(x)=a

X -5 —0

et on dit que la droite d’équation x = a wstdroite asymptotea la courbe de f en os.

>

4) Si I'on n’est pas dans un des cas précédentts ah dit que f n’a pas de limite encot




Définition 3 : (limite de f(x) quand x tend vers a et x <)a

Soient f une fonction et a un nombre réel.
On distingue 3 cas selon ce qui peut arriver paaolrbe de f quandtend vers a et x < a.

1) Courbe qui monte a l'infinie quand x tend varst x < a..
f a une limite égale a o+ infinie quand x tend vers a et x < a.

On note lim f(x) =+o0 ou lim f(x)=+o
X - a X - a

X<a
et on dit que la droite d’équation x = a drslite asymptote a la courbe dJ f

2) Courbe qui descend a moins l'infinie quandndteers a et x < aJ\A
f a une limite égale a e infinie quand x tend vers a et x < a. \

On note lim f(xX) =—w ou lim f(Xx)=—c
X - a X > a >
XxX<a

et on dit que la droite d’équation x = a dislite asymptote a la courbe de f

A

3) Courbe qui se rapproche de plus en plus d’untgbordonnée L /
guand x tend vers a et x < a. T

f a une limite égale a « L » quand x teatb\a et x < a. 7 >

Onnote lim f(x)=L ou lim_ f(x)=L
X - a X - a

XxX<a

Définition 4 : (limite quand x tend vers a et x>h

Soient f une fonction et a un nombre réel.
On distingue 3 cas selon ce qui peut arriver paaolrbe de f quandtend vers a et x > a.

1) Courbe qui monte a l'infinie quand x tend varst x > a . A
f a une limite égale a o¢ infinie quand x tend vers a et x > a.
On note lim f(x) =+c ou lim  f(x) =+
X - a X - a
>
X>a
et on dit que la droite d’équation x = a dyslite asymptote a la courbe de f
2) Courbe qui descend a moins l'infinie quandndteers aetx<a.
f a une limite égale a o infinie quand x tend vers aet x < a.
Onnote lim f(x) =—ow ou lim  f(X)=—o
X - a X - a
X>a

et on dit que la droite d’équation x = a drslite asymptote a la courbe de f

3) Courbe qui se rapproche de plus en plus d’'untgbordonnée L
guand x tend vers a et x < a.

f a une limite égale a « L » quand x teatb\a et x < a.
Onnote lim f(x)=L ou lim_ f(x)=L /

X>a




Définition 5 : (Droite asymptote obligueguand x tend vers o ou —oo )

2) Sila courbe de f se rapproche de la droite (d)
guand x tend versoe- alors on dit que (d) est
une droite asymptote a la courbe de f en. —

Soient f une fonction et (d) une droite d équatienax +b.
1) Sila courbe de f se rapproche de la droite (d) I/\
guand x tend verse# alors on dit que (d) est

une droite asymptote a la courbe de f en. +

1

v

N

1) Propriétés des limites ?

m Propriété 1 : (limites des fonctions usuelle}

FONCTIONAFFINE: a>0

T/Iim ax +b = +oo
X —» +oo
>

FONCTIONAFFINE: a< O

im ax+ b=+

X - —00
‘ >
Im ax+b=-w im ax+b = -
K= e X —» +oo
CARREE CUBE
. 3_
lim x2 =+ lim Xx2=+o0 A/ Xllnloox =T
X > —® X — +oo -
>
\/ lim  x=—o
. T
RACINE CARREE INVERSE A 1 o
{X—»OX
x>0
lim ~/x =+ .
— oo i
* im L=0 W im Y=o
> X - —oo X X - +o00 X
im 1=_w
{x—>OX
Xx<0

Preuve : Admis




m Propriété 2 : ( Somme de fonctions et limites )

Soient u et v deux fonctions. Dans ce qui seitest un nombre réel ou c¢0u —oo .
Si lim u (x) et Ilim v(x) Alors lim u(x) + v(x)
X - a X -0 —
m p m+p
m + oo + oo
m — 00 — 00
+ o0 + oG9
— 00 — 00 — 00
+ o0 — 0 Tout peut arriver

Preuve :Admis.

Application : Soit f(x) = x2+ 2x + 3, on cherche la limite € oo .

Ona: f=u+vave

u(x) = x2 et

lim

X — +oo

V(X) =2x + 3 et

X — +oo

m Propriété 3 : ( Produit de fonctions et limites )

X2 =400

donc lim f(x) =+oo.

lim 2x + 3 = +o L m

Soient u et v deux fonctions. Dans ce qui switest un nombre réel ou c+ou —oo .
Si lim u (x) et lim v(x) Alors lim u(x) x v(x)
X-0a X-0 -
m p mxp
m>0 + o0
m< O + oo — 00
m=0 Tout peut arriver
m > 0 — 0
m<0 — 00 + o0
m=0 Tout peut arriver
+ oo + oo + oo
— 00 — 00 + oo
+ oo — 00 — 00

Preuve :Admis.

Application : Soit f(x) = x (x + 2), on cherche la limite emo .

Ona: f=wvavec

u(x) =x et

im X=-o0

X —» —00

V(X) =X + 2 et

im x+2=—00

X —» —00

donc Ilim f(X)=+oc.

X - —00




m Propriété 4 : (Inverse d’ une fonction et limites )

Soient u et v deux fonctions.est un réel ou & 2u —o .
Si lim u(x) Alors lm —=—
X-0a X -0 U(X)
1
m#0 m
m=0 et f positive + 00
m=0 et f négative — 00
+ o0 0
— 00 0

Preuve :Admis.

Application : Soit f(x) =

Ona: f=l
u

m Propriété 5 : ( Quotient de deux fonctions et limites )

1
3x-2’

avec u(x) =3x-2 et

on cherche la limite enct .

X—>+00

lim3x — 2 = 40 donc

lim f(x) =

X—>+OO

0.

Soient u et v deux fonctions. Dans ce qui seitest un nombre réel ou o¢~'* -0 |
Si  lim u(x) et lim v(x) Alors  lim Y&
X d X d A | V(X)
m
m 0 —
i p
m oo 0
— 00
+ o0 p<O — Y
p>0 + 00
o p<O + 00
p>0 — 00
— 0 p = 0 et v positive — 00
p = 0 et v négative 00
+ o p = 0 et v positive + 00
p = 0 et v négative — 0
m>0 p=0etvp93|t|\_/e + 00
p = 0 et v negative + o0
B m<0 p =0 et v positive — 00
Preuve :Admis.
l + 1
Application : Soit f(x) = —XX 1 on cherche la limite encs .
21 : 1 _ _
y 1 u(x)——X+1et I|r+n ;+1—0+1—1 _
Onaf=== ux= avec X =+ donc lim f(x)=0.
\' Vv Im x+ 1=+ X — +00

v(X) =x+1 et

X—)+00



m Propriété 6 : (Droites asymptotes

Soit f une fonction. Soient a, b deux réels
Dans ce qui suiy est +co ou —oo,

1) Droite asymptote Horizontale :

Si lim f(x) =b Alors la droite d’équation y = b estymptote a la courbe de f an
X - A
A

L/

>

2) Droite asymptote Verticale :

Si lim f(x)= +0o ou —o Alors la droite d’équation X = a est asymptota a
X—->aoua

courbe de fehau a”

N U

3) Droite asymptote Oblique :

Si lim [f(xX)—ax +b]=0 Alors la droite d’équatign= ax + b est asymptote
X -

oblique a la courbe de fen

Preuve :Admis.

N

Application : Soit f(x) = 3x+4 +j— on cherche a montrer que y = 3x + 4 est I'équatione

droite asymptote a la coutbd en + .

) —(3x+4):3x+4;2f-—(3x+4):% et lim L =0

X o 400 X

donc |im [f(X) —=(3x+4)]=0 doncy=3x + 4 e&duation d’'une

X — +oo
droite asymptote a la coutbd en +oo .



EXERCICES :

LIMITES et FONCTIONS

sExercice 1 : Relire et mémoriser les définitions 1,2,3,4 éuscours.

Pour chacune des courbes suivantes, précisenita ilemandée et préciser s’il y a une droite
asymptote ou non ( si oui, préciser si elle esizbatale, verticale ou oblique )

NG

im0 = Jim )= im0 =
RN L ; .
im0 = Jim ) = im0 =
lim = im0 = lim =
N L .
| - | / |
Nm = Nm = Jim )=




sExercice 2 : Relire et mémoriser la propriété 1 du cours.
Compléter le graphique ainsi que les limites étser s'il y a des asymptotes.

FONCTIONAFFINE: a>0 FONCTIONAFFINE: a< O
T Iim ax+b = Im ax+b= T
X —» +oo X - —00
> ‘ >
Iim ax+b= Iim ax+b =
X > — X — +0o
CARREE CUBE
A = 3 _
im x2 = lim x2= XILIT-]}-OO x> =
X - — X — +oo
»
lim x’=
— T
RACINE CARREE INVERSE A lim 1_
{X ~0X
x>0
lim A/x = -
X - +o0o . 1 . 1
Im == lim ==
> X o —00 X - +oo X
im 1=
{X ~0X
Xx<0

sExercice 3 : Relire et mémoriser la propriété 2 du cours.

1) Compléter le tableau suivant.

Si lim u (x) et Ilim v(x) Alors lim u(x) + v(x)
X->d X-0a —
m p
m + oo
m — 00
+ oo + oo
— 00 — 00
+ o0 — 00

2) Déterminer la limite de chacune des fomdisuivantes.

a) f(x)=2 +)l( quand x tend verses ; quand x tend versee ; quand x tend vers' Qen O .

b) f(x) = X + x2 quand x tend verse¢ ; quand x tend versee.

c) f(x) =\ﬁ< + 2Xx — 5 quand x tend versos:




sExercice 4 : Relire et mémoriser la propriété 3 du cours.

1) Compléter le tableau suivant.

Si lim u (x) et Ilim v(x) Alors lim u(x) x v(x)

X-0a X-0a X-0
m Y

m > 0

m< O + o0

m=0

m >0

m<0 — 00

m=0

+ oo + oo

— 00 — 00

+ 0 — 0

2) Déterminer la limite de chacune des fiam& suivantes.
a) f(x) :_YS quand x tend verse ; quand x tend verses ; quand x tend versQen O .

b) f(x) = x2(x + 1) quand x tend versoe-
c) f(x)=(-3x+ 4)\& guand x tend verseb.

sExercice 5 : Relire et mémoriser la propriété 4 du cours.

1) Compléter le tableau suivant.

Si lim u(x) Alors  lim ——
X - a x - a U(X)
mz0

O et f positive
0 et f négativ
+ oo

(D

— 00

2) Déterminer la limite de chacune des fram& suivantes.
a) f(x) :x% quand x tend verse ; quand x tend versee ; quand x tend vers Qen O .

b) f(x) =% quand x tend verse ; quand x tend verses ; quand x tend vers'Qen 0

c) f(x) =

1
cb
v 4quand X tend vers

d) f(x) = quand x tend vers'1, quand x tend vers 1

1
x =1



sEXxercice 6 : Relire et mémoriser la propriété 5 du cours.

1) Compléter le tableau suivant.

Si  lim u(x) et lim v(x) Alors  lim Y&)
X -0 X -0 X - O V(X)
m pz0
+ oo
m
— 00
+ 00 p=l
p>0
% p<0
p>0
— 00 p =0 et v positive
p = 0 et v négative
t o p = 0 et v positive
p = 0 et v négative
m>0 p=0etv p93|t|\_/e
p = 0 et v negative
B m<0 p =0 et v positive

2) Déterminer la limite de chacune des fioms suivantes.
10

a) f(x) = 3%+ 4 quand x tend verseb ; quand x tend versoce
2 +3
b) f(x) :—)i quand x tend verse ; quand x tend versee ; quand x tend vers 0
37
o
c) f(x) = \f quand x tend vers eb.
X

sExercice 7: Relire et mémoriser la propriété 6 du cours.

Pour chacune des fonctions suivantesyméter la ou les droite(s) asymptote(s).

1

a) f(x) =10 +)—( en +oo
_ 1
b) f(x) =10 +m enT

¢) f(x) = 10x — 5 +)% en +oo






