FICHE METHODE surles| PROBABILITES

1) A quoi servent les probabilit

a) Exemples :

@. On lance une piéce de un euro !

=0,5=50%

ORI

Quelle est la probabilité de faire Pile ?
@. On jette un dé a 8 faces numérotées de 1a 8 !

1
Quelle est la probabilité de faire 2 points ? 5 =0125=125%.

@. On choisit au hasard un éléve dans un groupe de 8 filles et 12 garcons !
8
Quelle est la probabilité de choisir une fille ? —- =0,4=40%

20
b) Remarques :

Le monde dans lequel nous vivons n’'est pagisible a 100% ! On ne peut connaitre le temps
qu’il fera dans un mois ! On ne peut sawpiels seront les numéros gagnants du prochain
tirage du loto !.... Cependant, on peut cotestque méme le hasard respecte certaines lois et
c’est I'objet de ce qui suit.

II) Qu’'est ce qu’une probabili ?

Définition 1 : ( EXPERIENCE ALEATOIRE )

on connait chacun des résultats possibles
on ne connait pasle résultat qui va arriver a I'avan

_______________________________________________________________________________________________________________

Une expérience estLEATOIRE si{

1) Lancer un dé 3) Choisir au hasard une carte
2) Lancer une piece 4) Choisir un éleve au hasard

Définition 2 : ( UNIVERS)

L’ ensemblt constitueé desesultats ( desissuesou événements eélementairgsi’'une

expéerience aléatoire est appeldNIVERS de I'expérience aléatoire et en général:

Exemples : 1) Pourle lancé d'undé (a 6 faces numémjd) = {1;2;3;4;5;6}
2) Pour le lancérByiece U = { PILE . FACE }

Définition 3 : ( EVENEMENT ) U

Un sous-ensemble A de l'univers U est EWRENEMENT .
( c’est une partie de l'univers ) on notéJAU.

Exemples :1) Pourlelancé dundé: {2;4;6} « Obtamn nombre pair » est un événement.

2) Pour le choix d’'une carte dans un jeu Lda&2 : {As de cceur ; As de carreau }
est un événement.



Définition 4 : ( FREQUENCE THEORIQUE dans le cas de L’'EQUIPROBAILITE )

Soit U un univers et Al U un événement de U.
» Si chacun des résultats de I'expérience aléatdarri plus ni moins de chancesle se
produire que chacun des autres résultats, ajudit’'on est en situation @juiprobabilité.

» Dans le cas dedquiprobabilité, lafréquence théoriqgued’'un événement A notée(R)
N, _ effectif de A
ny effectifde U

(aussi appelée la probabilité de I'événemesst)égale a [ +fA) =

Exemples :

fréequence théorique de "piIe"—;-: 0,5
1) Si on jette une piece : U= {pile, face} et 1
fr(face) =5 = 0,5

2) Si on lance un dé a 8 faces :

(f1(1)= 3 =

8
) 4
U= {1:;2:3:4;5:6;7:8}ef fr(pair) = 8= 0,5

0,125

\ fr(au moins 6 points) %: 0,375

Définition 5 : ( ECHANTILLON de TAILLE n )

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Si onrépete n fois une méme expérience aléato, on obtient unaérie statistique de n
valeurs que I'on appelle un échantillon de taille n» de I'expérience aléatoire.

Exemples :

1) On jette 10 fois une piéce et on obtig&dHantillon : { P,P,P,P,F,F,P,F,P,F } de taille 10

2 ) On lance 5 fois un dé a 8 faces et oreabtiéchantillon : {6,1,3,6,8} de taille 5.

Définition 6 : ( DISTRIBUTION DES FREQUENCES PRATIQUES )

___________________________________________________________________________________________________________

Pour un échantillon de taille n dontiénsemble des fréquence pratiques de chacun desi
résultats est appelédisstribution des fréquencespratiques. '
La fréquence pratique d’un résultat A est notéedA) définie par le nombre suivant :

_nombre de fois ou 'on obtient le résultat A i
fo(A) = :

taille de I'’échantillon (=n)
Le tableau des frégquences obtenu est appigileau d’échantillonnage »

N 1

Exemples :

1) Pour I'échantillon : {P,P,P,P,F,F,P,F P, Edille 10.

fréequence pratique de « P »—6-: 0,6

Résultat Pile Face Total

_ 10
Ona: A

fo(F) =10° 0,4 frequence 0,6 0,4 1




2) Pour I'échantillon : {6,1,3,6,8} de taille:5
On a le tableau d’échantillonnage/an :
Résultat| 1| 3] 6 8§ Total
Fréquence0,2/0,2/0,4/0,2| 1

lIl) Propriétes fondamentales des probabili

Remarque 1 :( FLUCTUATIONS D’ECHANTILLONNAGE )

_______________________________________________________________________________________________________

Pour une expérience aléatoire donnée : i
Les tableaux d’échantillonnages de deux échansilileBméme taillesont pratiguement:
toujoursdifférents. '
On appelle ce phénomene l8uctuation d’échantillonnage ».

Exemples :

On jette 10 fois une piece et on obtient |éskRantillons :
{P,P,P,P,F,F.PFPF}et{FFPPPFFFFRE}kaile 10.

On a donc les 2 tableaux d’échantillonnages diffiste

Résultatl  Pile Facel Total Résultat| Pile Face| Total
fréquence 0,6 0,4 1 fréquence 0,3 0,7 1

THEOREME 1: (LOI DES GRAND NOMBRES) (admis)

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Pour une expérience aléatoire donnée :

1) Plus lataille de I'échantillon est grande( plus n est grand ) et plus ligctuations
d’échantillonnages sont petites.

2) Plus la taille dééchantillon est grande( plus n est grand ) et plus eéquences pratique:
f> sontproches des fréquences théoriques.f

Exemples :

1) On lance une piéce de plus en plus dectoism observe les fréquences pratiques :

n =10 lancers n = 10000 lancers
Résultat|  Pile Face| Tota Résultat]  Pile Face| Tota
frequence 0,6 0,4 1 fréequence 0,4915| 0,5085 1
n =100 lancers n = 100000 lancers
Résultat|  Pile Face| Tota Résultat]  Pile Face| Tota
frequence 0,42 0,58 1 frequence 0,50121] 0,49879] 1
n = 1000 lancers On remarque que plus la taille de I'échantillon est
Résultat Pile Face Total grande et plus les fréquences pratiques se rapgmoch
fréquence 0,482 0,518 1

de la fréquence théorique égal%é 50%.



Illustrations graphiques.

nb lancer 1 5 10 30 50 100 200 500 1000
expl 0 0,4 0,2 0,4 0,6 0,61 0,46 0,512 0,494
exp2 0 0,4 0,4 0,433333333 0,42 0,51 0,515 0,484 090,5
exp3 1 0,8 0,3 0,5 0,48 0,54 0,52 0,482 0,499
exp4 1 0,2 0,7 0,566666667 0,58 0,56 0,5 0,512 0,473
exp5 1 0,4 0,6 0,333333333 0,48 0,55 0,475 0,474 210,5

Fluctuations d'échantillonnage
(Onlance nfois une piece de 1 euro, on calcule |  a fréquence de "pile" obtenu.
On recommence ceci 5 fois pour chaque valeur de n choisie puis on représente graphiqguement
les résultats.)
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nb lancer 1 5 10 30 50 100 200 500 1000
expl 0 0 0,1 0,233333333 0,08 0,16 0,135 0,174 0,182
exp2 0 0 0 0,2 0,3 0,16 0,155 0,162 0,165
exp3 0 0,4 0 0,2 0,1 0,11 0,19 0,182 0,16
exp4 0 0 0,3 0,066666667 0,14 0,2 0,135 0,16 0,165
exp5s 0 0,2 0,1 0,133333333 0,14 0,14 0,195 0,2 0,164

Fluctuations d'échantillonnage
(Onlance nfois un dé a 6 faces, on calcule lafr  équence de " 1 " obtenu.
On recommence ceci 5 fois pour chaque valeur de n choisie puis on représente graphiquement
les résultats. )
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IVV) Proprietés caractéristigues des probabili

Définition 7 : (PROBABILITE )

SoitU={x; X ;... %} l'univers d’'une expérience aléatoire ou lesant les issues.
Une probabilité est urfenction pde { X ; Xo; ... X, } vers [0 ; 1] qui & chacun des X
associe un et un seul nombre compris entre Oraité p(X et telle que

P(x) + p(x) + ... + p(%) =1 (la somme des probabilités des issues vaut 1 )

Exemple : 1) Pour la roue A représentée cicomtnea U={B;V;R}
et on prendrep):(R)=% ; p(V)=%1 , p(B) =%1
et on o(R) + p(V) + p(B) =0,5+ 0,25+ 0,25 1

2) Pour la roue B représerti contre ona U={B;V;R}
(oY1 . _1. -1
etonprendrep.(R)—S, p(V) 3 p ( B) 3
1.1 3

1——:
3tz T3 371

eton @(R) +p(V) + p(B) = >

m Propriété 1 : ( PROBABILITE dans le cas de I' EQUIPROBABILITE )

SoitU={x;X ;... %} l'univers d'une expérience aléatoire ou lgsant les issues.
Si toutes les issues ont la méme probabilign dit qu’il y a équiprobabilité et on a :

P(X1) = p(%) = ... = p(*%) :% ( Chaque événement elémentaire a pour probat%ili)é
Preuve : notonsp=p®@=...= p(¥) ona p(X) +ple) +...+ pls)=1
Donc p+p+p+..+p=donc np=1 donc p%: C.Q.F.D

Exemple : @ Pour la roue A ci dessiisn’y a pas équiprobabilité .
@ Pour la roue B ci dessug/ a équiprobabilité.

Remarqgue : On supposera qu’'il y a EQUIPROBABILITE quand #ventualité n’a a priori
ni plus ni moinsde chance de se produire que chacune des autres .

Définition 8 : (PROBABILITE d'un EVENEMENT QUELCONQUE )

SoitU={x; X ;... %}ununivers ou lespsont les événements élémentaires.
Soit p une probabilité.
Soit A0 U un événement quelcongue constitué des événsm@ementaires ; X Xm ; ..; % -

La probabilité de A est le nombre noté p(A)qee p(A) = p(x; )+ p(Xa ) *+... + p(%)
Laprobabilité de A est égale a lsomme des probabilitéslesévénements élémentaires
gui constituent A

Si A=0 alors on pose p(A) = 0 et on dit que A est uane&ment IMPOSSIBLE
SIA=U alorsona p(A) =1 eton dit que $t an événement CERTAIN.

Exemple : PourlaroueB si Aestl événemend:={R;V}

P(A)=P(R)+p(VF5+5 =%



m Propriété 2 : ( PROBABILITE dans le cas de I' EQUIPROBABILITE )

Si il y a EQUIPROBABILITE
Alors  La probabilité d’un événement A est égalQalOTIENT l'effectif n, de A

par I'effectif n de U.
P(A)né _Nombre de cas favorablgs

n,  Nombre de cas total

Preuve A est constitué desréventualités et U de;r= n chacune ayant pour probabiliﬂ(é

1 1 1 1 Na Na
On a donc p(A>—n—+—n + ...+—n = |!qx—n ——n = —nU . CQFD

Exemple :
Si on lance un dé bien équilibré a huitta

Nombre de cas favorablest
© p(PAIR) = Nombre de cas total =§ @ p(scorez6) =

Nombre de cas favorables3
Nombre de cas total 8

V) Propriétes d’OPERATIONS sur les EVENEMENTS.

Définition 9 : (EVENEMENT CONTRAIRE ) A U A
Soit A un événement de U.

L'événementCONTRAIRE de A estnoté A («A barre »
et est constitué des éventualités de Ungwont pas dan#\

Exemple : A :« lacarte estunas», A: « lacarte n'est pas un as »

= Propriété 3 : ( PROBABILITE du CONTRAIRE. )
Quel que soit I'événement BUona:p( A )=1-p (A)

Preuve :Ona p(A)+p(A )=1 (caron additionne ainsi les probabsitle toutes les issues
Donc pA )=1- p(A). C.Q.F.D.

Exemple : On choisit une carte dans un jeu de 32 caxtes @quiprobabilité.

Soit A I'événement « La carte esRoi » ; A est donc « La carte n’est pas un Roi »

4 _32 4 _28

4 .
Ona: p(A)zﬁ doncp (A) =1 - p(A)=1 -35 —3—2—5—32.



Définition 10 : ( INTERSECTION de deux EVENEMENTYS)
Soient A et B deux événements de U. [JA et B[O U.

L’ INTERSECTION de AetB notéA n B (lire « Ainter B » ) est le sous ensembl
de U constitué des éléments de U qui sonf@idadans A ET dans Bs’ilyena..

D

A An B B
A et Bnt des éléments en commun
@n que
A et B sdtbOMPATIBLES
2 CAS
\‘ A et Br'ont aucun éléments en commun A E

Om gue
A et B sotlNCOMPATIBLES ( disjoints)

Onnote A nB=0 (ensemble vide) U
Exemple :
@ Dans une classe, les événements Garcons et $alhesncompatibles

@ Les événements « droitiers » et « garcons » neps@necessairement incompatibles.
(il peut-y avoir des garcons gauchgr

Définition 11 : (REUNION de deux EVENEMENTS)

Soient A et B deux événements de U. JA et B[O U.
La REUNION de AetB notéeA O B (lire « Aunion B »)

est tmis ensemble de U constitué
des éléments de E qui sont_damsmoins undes 2 sous ensembles A ou B.

AlB

m Propriété 4 : ( Probabilité de AZ7/B)

Quels que soient les événementslA et B U.
Ona {p(AOB)=p(A)+p(B)—p(AnB)]
Preuve : (admis)

lllustration :  Dans un jeu de 32 cartes.
/ p(Ral Cceeur)= p(Roi)+p(Cceur) —p (RoCceur)

_ 4 8 _ 1 _11
p(ROICeeur)= 75+ 33 32 32
ou bien
_ 4+8-1 _11
p (Rai Cceur ) = —3; "3
Remarque

Dans le cas particulier ou A et B smcbmpatibles
on a alorsp(A O B) = p (A) + p(B)

<« U
Par exemple :

Si p(Fille gauchére) = p(Fg) =0,2 et p(Garcon gaucher) =p(@) = 0,3
p (gaucher) =p@g)+ p(Gng) = 0,2+0,3= 0,5.




VI) EXPERIENCES ALEATOIRES COMPOSEES et ARBRE

Définition 12 : ( EXPERIENCE ALEATOIRE COMPOSEE )

Une expérience aléatoire est composeée si elle stenmn la succession de plusieurs
expériences aléatoires simples.

Exemple:
1) Une urne contient 2 boules noires et 8dlas; on choisit une boule au hasard,
on la remet dans I'urnepuis on choisit encore une boule.
Que vaut la probabilité de chroksboules noires ? ( on suppose qu’il y a équiabdltié )

2) Une urne contient 2 boules noires et 3dilas; on choisit une boule au hasard,
on ne la remet paslans I'urne puis on choisit encore une boule.
Que vaut la probabilité de choislvoules noire® ( on suppose qu'il y a équiprobabilité
Solution : Notons A I'événement « les 2 boules desisont noires »
On cherche a utilisgy (A) =% ; il suffit de détermineret ny
U

Pour cela on peutisgit un ARBRE de DENOMBREMENT

Situation 1) Avec remlse) Situation 4 Hans remise
ej_ ?ne 1er ?ne
Tirage Tirage Tirage Tirage
v v v v
N1
N1 N2 N1 N2
B1 B1
B2 B2
B3 B3
N1 N1
N2 N2 N2
B1 B1
B2 B2
B3 B3
N1 N1
B1 N2 B1 N2
B1
B2 B2
B3 B3
N1 N1
N2 B2 N2
B1 Bl
B2
B3 B3
N1 N1
B3 N2 B3 N2
B1 B1
B2 B2
B3
Ona:n =5x5=25 onan,=5x4 =20




n= 4 n= 2
; _i — i :é =
p ( 2 noires) =25 (=0,16) p ( 2 noires) 50 (=01)

Il est donc plus probable de tomber sur 2 bouléges@vec remise plutbt que sans remise
Remargue : Soit B I'événement: « Au moins une ddmRles est blanche »

Il est commode de@aygue B est I'evénement CONTRAIRE de A
Pour calculer p | Bmplement comme suit :

PE)=1-P(A) PE)=1-P(A)
p(B)=1—% p(B)=1—-22—5
p(B) =22 p(B) £

Le contraire deleg 2 sont ..» est «@u moins une n’'est pas ..».









