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1 graphe, matrices d’adjacence, chaines et cycles

1.1 activités



1.1.1 activité 1

tournois (ordre d’un graphe, degré d’un sommet, propriété des poignées de mains)
un tournois est organisé entre des équipes,dans chaque cas (si possible ) :

— construire au moins un graphe (indiquer le degré de chaque sommet, une aréte représente un match)

— construire un tableau de la forme

>d = total de participations

Ya = total de matchs

— donner l'ordre du graphe (nombre de sommets) et indiquer s’il est complet (tous les sommets adjacents 2 a 2)

1. (a) trois équipes A, B et C
’ 2 matchs chacune

(b) trois équipes A, B et C
1 match chacune

2 (a) { 4 équipes A, B,C et D

1 match chacune

(b) { 4 équipes A, B,C et D

2 matchs chacune

3 matchs chacune

(© { 4 équipes A, B,C et D

>.d = participations

Y a = matchs

>.d = participations

Ya = matchs

d

Ya

®G
®
®G
®
®G

®
©,
®
®

d

Ya

®©
®

3d

®
©
v

@
>d
3 5 équipes A, B,C,D et E
’ 1 match chacune ® ®
Ya
® ©
Yd
5 équipes A, B,C,D et E
{ 2 matchs chacune >
a
@
d
5 5 équipes A,B,C,D et I
' 3 matchs chacune ® ®
Ya
® ©
@
d
6 5 équipes A,B,C,D et I
' 4 matchs chacune ®
Ya
® ©




est-il possible d’organiser un tournois avec 6 équipes ou chacune joue 5 matchs ? (justifier)

) est-il possible d’organiser un tournois avec 7 équipes o chacune joue 5 matchs? (justifier)

) quelle relation y a t-il entre le nombre d’arétes d’'un graphe et la somme des degrés de chaque

sommet 7 (justifier)






1.1.2 activité 2

parmi les graphes ci dessous, lesquels peuvent décrire une méme situation ?
(on pourra indiquer le degré de chaque sommet ainsi que l'ordre du graphe)

R o
50O




1.1.3 activité 3



1.2 A retenir

définition 1 : (graphe non orienté, ...) 51

(1) un graphe est défini par la donnée de deux ensembles,
I'ensemble de ses n sommets S = {s1, $9, ..., sp },n € IN*
{ I'ensemble de ses p arétes A = {ay,ag,...,ap},p € N*
ou chaque aréte est un sous ensemble {s;;s;} de deux sommets du graphe

S5

as

S4

(2) un (graphe est d’ordre n] (n € IN) <= il a exactement (n ] sommets as

S3

(3) un [sommet est de degré n] (n € N) <= il appartient a exactement

(4) deux sommets sont = [il existe une aréte qui les contient tous les deux]

(5) un graphe est <= tous ses sommets (distincts) sont [adjacents deux a deux]

exemple :

le graphe G dessiné ci dessus

— est d’ordre 5 car il a 5 sommets {s1; s2; $3; S4; S5}

— a 6 arétes {a1;ag;as;aq;as;ag}

— le sommet s; est de degré 2 car il appartient & exactement 2 arétes aj et ao
— s1 et so sont adjacents par 'aréte ao

— s1 et s3 ne sont pas adjacents donc le graphe n’est pas complet

propriété 1 :
quel que soit le graphe non orienté G

[somme des degrés des sommets = 2 X nombre d’arétes]

justification : chaque aréte compte pour 2 dans la somme des degrés 51(2)
a a2
exemple :
92(3)
pour le graphe G s5(2)
nombre d’arétes x2 = 6 x 2 =12 as

somme des degrés des sommets = 2+3+2+34+2=12

54(3) o 53(2)

remarques : (découle de la propriété précédente)
1. la somme des degrés des sommets d’'un graphe est nécessairement pair

2. le nombre de sommets de degré impair est nécessairement pair

définition 2 : (matrice d’adjacence d’un graphe non orienté )
quel que soit le graphe non orienté G a n sommets {s1, s, ..., s} (n € IN*)
A est matrice d’adjacence de G

{ A est une matrice carrée d’ordre n

quel que soit le coefficient a;; de la matrice A, |a;; = nombre d’arétes reliant s; a sj]

exemple
pour le graphe G, ___90 0 1 51(2)
- 10110 a %
matrice d’adjacence = A=+-0 1 0 1 0 5(3)
- =TT 01101 55(2) ’
T 10010 o

7
\/‘alg =1 car 1 aréte relie s1 a sg

Xaz; = 0 car 0 aréte relie s3 & s1 54(3) B " s3(2)



remarque

la matrice d’adjacence d’'un graphe est symétrique

définition 3 : (chaine, cycle )
quel que soit le graphe non orienté G' a n sommets {s1, 2, ..., sp} (n € IN*)

(1) une est une [hste ordonnée de sommets adjacents]

(2) une [Chaine est fermée] si ses [extrémités sont égales]

(3) est une dont toutes les [aretes sont dlstlnctes] (@)

[¢5] a2
exemple :
82(3)

pour le graphe G 55(2)

52838482 est une chaine fermée et un cycle a

$98358482835482 est une chaine fermée mais pas un cycle
" 54(3) 53(2)

propriété 2 ay

quel que soit le graphe non orienté G a n sommets {s1, s2, ..., s, } (n € IN*) et de matrice d’adjacence de A
[le terme a;; de la matrice Ap] oup € N*

est égal

au [nombre de chaines de longueur p qui relient les sommets s; et s; ]

exemple
pour le graphe G, 0 00 1 51(2)
1 01 10 a1 @2
ona:A=1]10 1 0 1 0 52(3)
01101 55(2) ’
10 010 as
-85 |2 1 4 3 {
=TT 54 6 1 e a =)
la Calc/ula'tﬁc/e donne : A>=4-2 4 2 4 2
il 7 1 6 425
e prad 4 1 2 50
[ g
\ P
>ay1% = 5 donc 5 chaines de longueur 3 relient s; & so :
/ 51525182, 51525452, 51525352, 51555152, 51555452

l
\

>ag; = 2 donc 2 chaines de longueur 3 relient s3 a s7 :
53548281, 53848581



1.3 exercices



exercice 1 :
soit le graphe G représenté ci contre :

quel est I'ordre de ce graphe?‘ 12 ‘ 8 ‘ 4 ‘ 13 ‘
combien a t-il d’arétes?‘ 12 ‘ 8 ‘ 4 ‘ 13 ‘

quel est le degré du sommet C?‘ 12 ‘ 8 ‘ 4 ‘ 13 ‘

quel sommet est de degré 1?‘ A ‘ B ‘ F ‘ aucun ‘

quel sommet est adjacent au sommet D?‘ A ‘ E ‘ G ‘ H ‘
combien de sommets sont adjacents au sommet H ?

G
le graphe est-il complet ? ‘ oui ‘ non ‘ on ne peut pas savoir ‘ H

combien ajouter d’arétes pour que le graphe soit complet ? ‘ 0 ‘ 3 ‘ 15 ‘ 16 ‘
quelle est la longueur de la chaine ABCDFH? nn

quelle chaine est fermée?‘ ABD ‘ ACDB ‘ ABACA ‘ ABDCAB ‘

11. quelle chaine est un Cycle?‘ ABD ‘ ACDB ‘ ABACA ‘ ABDCA ‘

12. combien de lignes la matrice d’adjacence M a t—elle?‘ 8 ‘ 9 ‘ 12 ‘ 13 ‘

© 0 N o e w e

—_
e

13. combien de colonnes la matrice d’adjacence M a t—elle?‘ 8 ‘ 9 ‘ 12 ‘ 13 ‘

14. que vaut le coefficient mg3 de la matrice d’adjacence M ? ‘ 0 ‘ 1 ‘ 4 ‘ on ne peut pas savoir ‘

15. que vaut le coefficient mo3 de la matrice d’adjacence M 7 ‘ 0 ‘ 1 ‘ 4 ‘ on ne peut pas savoir ‘

16. que vaut le coefficient M?, de la matrice d’adjacence au carré M? ?‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ on ne peut pas savoir ‘

exercice 2 :
1. quelle matrice peut-étre la matrice d’adjacence d’un graphe non orienté ?
0 10 Lo 1 01 011 011
A=11 0 1 B:<010> C=[10 D=1 0 1 EFE=1101
0 1 1 01 010 110
0111
. 1 01 0 . . ,
2. soit M = 1101 la matrice d’adjacence d’un graphe G
101 0

combien de sommet G a t-il? ‘ 3 ‘ 4 ‘ 16 ‘ on ne peut pas savoir ‘

combien d’arétes G a t-il? ‘ 4 ‘ 5 ‘ 10 ‘ on ne peut pas savoir ‘

les 2¢ et 4° sommets sont-ils adjacents ? ‘ oui ‘ non ‘ on ne peut pas savoir ‘

les 2¢ et 3° sommets sont-ils adjacents ? ‘ oui ‘ non ‘ on ne peut pas savoir ‘

)
)
c¢) quel est le degré du premier sommet ? ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ on ne peut pas savoir ‘
)
)
)

quel est le graphe G'7

S1 52 S1 52 51 52

© =2

{
i

31 2 1 455 5 15 9 14 9
121 2 5 2 5 2 9 10 9 10

2 __ 3 _ 4
@M= 5 1 31 | M=s545|"MM=]14 9 15 9
121 2 5 2 5 2 9 10 9 10

i. combien de chemins de longueur 2 de s3 & s3? n
ii. combien de chemins de longueur 3 de s4 & s9 7

iii. combien de chemins de longueur 4 de ss & s3 7 ‘ 9 ‘ 10 ‘ 14 ‘ 15 ‘




exercice 3 :

1. dessiner les graphes complets pourn =2, n=3,n=4,n=>5

2. dessiner les graphes simples d’ordres n = 2, n = 3, n =4, n = 5 dont tous les sommets sont de degré
2

3. dessiner tous les graphes simples possible d’'ordre n =2, n =3, n =4
exercice 4 :

1. est-i possible de relier en réseau, 15 ordinateurs tels que chacun soit relié & exactement 5 ordinateurs ?
(justifier)

2. & une soirée ou sont présentes 17 personnes, est-il possible que chacune des personnes serre la main
d’exactement 15 personnes ? (justifier)

3. dans un graphe simple (une aréte au mazimum entre deur sommets), combien y a t-il de sommets de
degré impair ? (justifier)

4. comment tracer 5 segments sur une feuille, de telle maniére que chaque segment en coupe exactement
3 autres?



1.4 corrigés exercices



corrigé exercice 1 :
soit le graphe G représenté ci contre :

1. quel est U'ordre de ce graphe?‘ 12 ‘ ‘ 4 ‘ 13 ‘

2. combien a t-il d’arétes?‘ ‘ 8 ‘ 4 ‘ 13 ‘ E

3. quel est le degré du sommet C?‘ 12 ‘ 8 ‘ ‘ 13 ‘ F
4. quel sommet est de degré 17| A | B | F | [aucun] |

5. quel sommet est adjacent au sommet D?‘ A ‘ E ‘ G ‘ ‘

6. combien de sommets sont adjacents au sommet H ?‘ 3 ‘ 2 ‘ ‘ 1 ‘ G

7. le graphe est-il complet ? ‘ oui ‘ (non) ‘ on ne peut pas savoir ‘ H

8. combien ajouter d’arétes pour que le graphe soit complet ? ‘ 0 ‘ 3 ‘ 15 ‘ [ 16] ‘

9. quelle est la longueur de la chaine ABCDFH? ‘ 0 ‘ 2 ‘ ‘ 6 ‘

10. quelle chaine est fermée?‘ ABD ‘ ACDB ‘ [ABACA] ‘ ABDCAB ‘

11. quelle chaine est un cycle?‘ ABD ‘ ACDB ‘ ABACA ‘ [ABDCA] ‘

12. combien de lignes la matrice d’adjacence M a t—elle?‘ ‘ 9 ‘ 12 ‘ 13 ‘

13. combien de colonnes la matrice d’adjacence M a t—elle?‘ ‘ 9 ‘ 12 ‘ 13 ‘

14. que vaut le coefficient mg3 de la matrice d’adjacence M ? ‘ @ ‘ 1 ‘ 4 ‘ on ne peut pas savoir ‘

15. que vaut le coefficient mo3 de la matrice d’adjacence M ? ‘ 0 ‘ ‘ 4 ‘ on ne peut pas savoir ‘

16. que vaut le coefficient M?, de la matrice d’adjacence au carré M? ?‘ 0 ‘ 1 ‘ ‘ on ne peut pas savoir ‘




corrigé exercice 2 :

1. quelle matrice peut-étre la matrice d’adjacence d’un graphe non orienté ?

010 L0 1 01 01 1 0 1 1
A=11 0 1 B:<010> CcC=[(10 D=1 0 1 E=|1101
0 1 1 01 010 110
0 1 11
. 1 010 . , o ,
2. soit M = 1101 la matrice d’adjacence d’un graphe G
1 010

a) combien de sommet G a t-i17 ‘ 3 ‘ ‘ 16 ‘ on ne peut pas savoir ‘

(a)

(b) combien d’arétes G a t—il?‘ 4 ‘ ‘ 10 ‘ on ne peut pas savoir ‘
)

(

(c

d) les 2° et 4° sommets sont-ils adjacents? | oui | (non] | on ne peut pas savoir
J

quel est le degré du premier sommet 7 ‘ ‘ 4 ‘ 5 ‘ on ne peut pas savoir ‘

(e) les 2¢ et 3° sommets sont-ils adjacents ? ‘ [oui ‘ non ‘ on ne peut pas savoir ‘

(f) quel est le graphe G'?

S1 S9 S1 S9 S1 52
OlR®. —(®) Co—()
3121 4555 15 9 14 9
() M* = ; ? ;, i , M = g ? z51 g , M = 194 19O 195 19O
121 2 52 5 2 9 10 9 10

i. combien de chemins de longueur 2 de s3 & s3? ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ ‘

ii. combien de chemins de longueur 3 de s4 & s9 7 ‘ ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘

iii. combien de chemins de longueur 4 de ss & s3 7 ‘ @ ‘ 10 ‘ 14 ‘ 15 ‘

corrigé exercice 3 :

1. dessiner les graphes complets pourn=2,n=3,n=4,n=>5




2. graphes simples d’ordres n =2, n =3, n = 4, n = 5 dont tous les sommets sont de degré 2

n=2:iln’y en a pas

3. dessiner tous les graphes simples possible d’'ordre n =2, n =3, n =4
n =2

O, OB OO

® ® ® G ® G

52



corrigé exercice 4 :

1. est-i possible de relier en réseau, 15 ordinateurs tels que chacun soit relié & exactement 5 ordinateurs ?
(justifier)

non car la somme des degrés serait >d = 15 x 5 =75 et 5= 37,5 serait égal au nombre d’arétes du

graphe

2. & une soirée ou sont présentes 17 personnes, est-il possible que chacune des personnes serre la main

d’exactement 15 personnes? (justifier) non car la somme des degrés serait ¥d = 15 x 17 = 255 et

255
—— = 127, 5 serait égal au nombre d’arétes du graphe

3. dans un graphe simple (une aréte au mazimum entre deur sommets), combien y a t-il de sommets de
degré impair ? (justifier)
il y a un nombre pair de sommets de degrés impairs sinon Xd serait impair, ce qui ne convient pas
pour un graphe

4. comment tracer 5 segments sur une feuille, de telle maniére que chaque segment en coupe exactement
3 autres ?
c’est impossible car pour le graphe correspondant ot sommet = "segment" | aréte = "se coupent" on

aurait Xd =3 x5 =15 et 5= 7,5 serait égal au nombre d’arétes du graphe



2 graphe connexe, trajet Eulérien et algorithme d’Euler

2.1 activités

2.1.1 activité 1



2.1.2 activité 2



2.1.3 activité 3



2.2 A retenir

définition 4 : (graphe connexe non orienté, chaine et cycle eulérien)

quels que soient les sommets distincts de G s; et sj,

(1) un graphe G est =

[il existe une chaine d’extrémités s; et sj]

(2) la [chaine est eulérienne] <= la chaine contient (une unique fois chaque aréte de G]

(3) le [cycle est eulérien] <= le cycle contient une [unique fois chaque aréte de G ]

exemples :

as
pour le graphe G ci contre “

— G est connexe car pour chaque couple de sommets, 2
il existe une chaine d’extrémités ces sommets
par exemple : pour s1 et s3, la chaine : s1S983 as

— §9848551825384 est une chaine eulérienne car

elle contient chaque aréte une unique fois ay 53

— S18953548551 n'est pas eulérienne car elle ne contient pas ag
— $954555152535452 est un cycle eulérienne car
il contient chaque aréte une unique fois et est un cycle

pour le graphe G ci contre
— (G n’est pas connexe car il n’existe aucune chaine

S1
/
dont sy et s9 soient les extrémités 5
. . . L. L ag
il ne peut-y avoir aucune chaine eulérienne et aucun cycle eulérien as
propriété 3 : (existence de chaine ou de cycle eulérien) .
S
aq

52

quel que soit le graphe non orienté et connexe GG :

(1) il existe une [Chaine eulérienne] <= il y a uniquement [0 ou 2 sommets de degré impair]

(1) il existe un <= tous les sommets [sont de degré pair]

exemple : 51(2)
pour le graphe G a as
— 1l existe une chaine eulérienne car uniquement 2 sommets
sS4 et s9 sont de degré impair (3) 55(2) 52(3)
— il n’existe pas de cycle eulérien car tous les sommets
ne sont pas de degré pair a3
54(3) “ " s3(2)

propriété 4 : (algorithme de détermination d’une chaine eulérienne)
quel que soit le graphe non orienté et connexe GG
si G admet une chaine eulérienne alors I'algorithme suivant conduit & I’écriture d’une chaine eulérienne

début pour G ci dessus
si G a deux sommets de degré impair début
| alors écrire une chaine C' joignant les deux sommets
sinon S984

| écrire un cycle C' a partir d’'un sommet quelconque

fin si 52 S4
P : ~~~

tans que C n’est pas eulérienne faire

525185548382 gardé
| pour chaque sommet de C' remplacer si possible

] le sommet par un cycle de début ce sommet 59515554535254
| ne contenant que des arétes non prises
fin tans que fin

fin







2.3 exercices

exercice 5 :

1. quels graphes sont connexes ? ‘ Aet C ‘ AetB ‘ Bet C ‘ Bet D ‘
A B

oo OO,
X @
OREONOINO
E E
2. A | AQB A@B A
a b c

(a) quels graphes admettent au moins une chaine eulérienne?‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ aucun ‘
(b)
()

)

(d) donner un cycle eulérien pour le graphe ¢ : ...

quels graphes admettent au moins un cycle eulérien?‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ aucun ‘

donner une chaine eulérienne pour le graphe b : ...



exercice 6 :

voici le plan d’une maison

| | | |
- | - |
O | | O

rez de chaussée étage

I

1. existe t-il un chemin qui permet de parcourir le rez de chaussée de la maison en passant par toutes
les portes du rez de chaussée ?(en ne passant qu’une seule fois par chaque porte) (justifier), si tel est
le cas, donner un tel chemin

2. existe t-il un chemin qui permet de parcourir I’étage de la maison en passant par toutes les portes de
l’étage ? (en ne passant qu’une seule fois par chaque porte)(justifier), si tel est le cas, donner un tel
chemin

3. sachant que les cercles représentent des escaliers en colimagon, existe t-il un chemin qui permet de
parcourir toute la maison en passant par toutes les portes de la maison ainsi que par les deux escaliers
(en ne passant qu’une seule fois par chaque porte)(justifier), si tel est le cas, donner un tel chemin

4. est-il possible de trouver un circuit qui passe par toutes les portes?
(a) du rez de chaussée
(b) de I'étage

(c) de la maison

exercice 7 :

1. existe t-il un moyen de parcourir la France en passant une et une seule fois par chacune des frontiéres
entre les zones géographiques données par la carte ? ( justifier), si tel est le cas, donner un parcours

2. peut-on faire la méme chose que précédemment en revenant a son point de départ ?( justifier), si tel
est le cas, donner un parcours

exercice 8 :

si le graphe ci dessous admet une chaine ou un cycle Eulérien donner la ou donner le
B

exercice 9 :

Est-il possible de dessiner cette maison sans lever le crayon, et sans repasser par le méme trait? (si out,
Justifier pourquoi et donner la méthode)




2.4 corrigés exercices

corrigé exercice 5 :

1. quels graphes sont connexes ? ‘ Aet C ‘ AetB ‘ Bet C ‘ (Bet D ‘

A3
D(2 (3 DE)
a b C

EQ) E(4)
c@) 3  AQ)
B A¥ O aw RUINE
@ o
(3 D) @ D2 (3)
d

(a) quels graphes admettent au moins une chaine eulérienne?‘ (a] ‘ @ ‘ ‘ d ‘ e ‘ aucun ‘

(b) quels graphes admettent au moins un cycle eulérien?‘ a ‘ b ‘ ‘ d ‘ e ‘ aucun ‘

(c) chaine eulérienne pour le graphe b :
D C
~—

——
D A BDC
~~

——
DAEBCABDC
(DAEBCABDC)

(d) cycle eulérien pour le graphe c :
D CBD
~~

——
D E ADCBD
~~

——
DEBACE ADCBD
(DEBACEADCBD |




corrigé exercice 6 :

1. on modélise le probléme grace au graphe suivant :

=

Il n’y a que deux sommets de degré impair

par conséquent, il existe une chaine Eulérienne

D EF
~—

——
DA B DEF
~—~
—

DA B EBDEF

{

——
DABGFCBEBDEF
(DABGFCBEBDEF |

ce qui correspond a ce chemin




. on modélise le probléme grice au graphe suivant :

Foe

Il n’y a que deux sommets de degré impair
par conséquent, il existe une chaine Eulérienne

D B
~—

——
D E BADB
~~

——
DEFCBE BADB
(DEFCBEBADB)

ce qui correspond au chemin suivant

A | B I c

[

_l_|‘\ !

D \\__.| \\O
o

~
~




Il n’y a que deux sommets de degré impair
par conséquent, il existe une chaine Eulérienne
(on utilise la chaine du rdc a l'envers de F a D
puis on passe a ’étage avec DK

puis une chaine Eulérienne de I'étage de K a1
puis on redescend avec IB

FEDBEBCFGBADK HIKLILMJI B
FEDBEBCFGBADKHIKLILMJIB]

ce qui correspond au parcours suivant

|| J
- f\\
AN - T~
l\\_l__\b// ‘\ \\
/
I_‘\__- | !
| T IS ’l
l L] M

4. (a) pas de circuit car tous les sommets ne sont pas de degré pair
(b) pas de circuit car tous les sommets ne sont pas de degré pair

(c) pas de circuit car tous les sommets ne sont pas de degré pair



corrigé exercice 7 :

1. on modélise le probléme grace au graphe suivant :

Il n’y a que deux sommets de degré impair
par conséquent, il existe une chaine Eulérienne

N IC
—~—

——
N G CENIC
~~

——N—
NG _S TEIGCENIC
~~

——
NGSMTCSTEIGCENIC
(NGSMTCSTEIGCENIC)

2. pas de circuit car tous les sommets ne sont pas de degré pair



corrigé exercice 8 :

corrigé exercice 9 :




3 graphe orienté, matrice d’adjacence, graphe étiqueté

3.1 activités

3.1.1 activité 1

B Championnats du monde de handball

Lors des championnats du monde de handball masculin de 2011, la poule B était
constituée des équipes suivantes : Autriche (notée (1 par la suite), Brésil (&), Hongrie

(@), Islande (@), Japon (&), Morvage ().
Void les résultats des matchs de la poule B.

Jlus o= ] m[] -
B[S e 32 25 [ Hongte e B 26 24 [ tcnc | | HfE morvoge 26 25 [ areat
| — .
H-urﬂgulFHIII]apnrl ='Hnngr- 33 24 [T mresil Autichs 23 6 TS iano

—
=mhuuﬂm mﬁgﬁaa:T:m &Hl. ﬂszlzlg.pm

] Hangria 26 72 [ norvegel | RIS Gande 3822 | @ | s3pan aEm:du 20 22 [TE siarvoge
Ehpm B!IJ:.wu-khn Elhpﬂn :b:m:Hungru =A|.ru1d'|.n3ﬂ!.2=l-hngrh

On se propose d'établir le classement de la poule B & I'side des graphes.

Bl avecun graphe orientd
a) Schématiser les résultats de cette poule 4 l'aide
d'un graphe orienté ol chaque aréte (i =—+—= (j} .0419 p

i digznes ol > D@ e @5 &
signifie que Péguipe LU a battu l'égquipe 1. ir i ude e
b} Recopier le tableau et compléter chague case: B8 !
= par 1 lorsgue I'éguipe indigquée dans la iy
1™ colonne a battu I'égquipe indiguée dans la & ' ‘
1™ ligne ; .

« par 0 sinomn, ® |
La matrice carrée M associée & ce tableau est & |
appelée matrice d'adjacence associée au graphe 1
arienté de la question a). v |

Fi Propriétés de la matrice M

a) Expliquer pourquoi M n'est pas symé-
trique par rapport & sa premiére diagonale.
b} Donner une interprétation pour la situa-
tion, de:

= la somme de chaque ligne de la matrice ;
s la somme de chague colonne de la
matrice ;

= la somme de tous les nombres de la
matrice.

¢] Sachant qu'une wictoire apporte
2 points et une défaite 0 point, établir
le classement de la poule B en utilisant
l'urne des interprétations données & la
guestion k).




3.1.2 activité 2

Liens Internet

Sic amis notés A, A, ., A, ont chacun créé un blog
pour parler de leur passion. e
Chaque aréte du graphe G d-contre indigue la [

présence d'un lien Internet pour mener a un awtre /ﬂ__

|
de leurs blogs. A ; e A,
On se propose de déterminer le nombre de possibilités ! /”! f
pour passer d'un blog & un autre en un nombre donng é/ e /
de dics. i |
% A
ol

a) Indiquer toutes les possibilités pour passer du

blog de A, & chacun des autres blogs :

» en 2clics;

« en 3 clics.

B) M est la matrice d'adjacence du graphe orienté G.

Utiliser la calculatrice pour déterminer M2, puis M.

Relier tes normbres trouvés & la gquestion a) & certains termes de cas matrices,
c} Onadmet que le terme g, (ligne i et colonne j) de la matrice M donne le nombre
de chalnes de longueur p reliant A; 3 A,

De combien de facons un internaute peut-il passer en 4 clics :

s dublogde A aublogde A, ?

= dublog de A, au blog de A, 7




3.1.3 activité 3

Codes d’accés a un réseau informatigque

Un réseau informatigue doit étre accessible a un grand nombre de personnes gui ne
doivent cependant pas avoir le méme code d'accés.

(1) Acceptation ou refus de codes
L'accés au réseau informatique est régi par ['un des graphes étiguetés ci-dessous.
Ce sont des graphes orientés o une lettre est inscrite sur chague aréte.

a i & i
,r‘"'-""\.. c #T, c P "'\I

d | T ) | r
o - SRSy o
' b Y

Graphe G, Graphe G,

On se propose de donner 1a liste des codes d'accés 3 5 letires obéissant a certaines régles.

Un mot est accept® comme code d'accés {ou reconnu) si c'est une liste de lettres
commengant par d et terminant par £, associé 3 une chaine du graphe.

Paur chacun des graphes étiquetés G et G, ci-dessus:

a) les mots « decif» et « dogeebiif » sont-ils des codes d'accés 7

b) donner la liste des codes d'accés & 5 lettres.

F1 construction d'un graphe étiqueté

On 5e propose de construire un graphe Stiguets pour réaliser des codes d'accés pour 10 per-
sonnes, avec les lettres a, by, d, &, fet L

On choisit les contraintes suivantes :

» chagque code comporte 5 lettres dans ['ordre alphabétique ;

« chaque code commence par la lettre g et finit par la lattra i ;

=« seules les lettres b et f peuvent &tre répétées.

Réaliser un graphe étigueté pour faire ce travail et écrire une liste de 10 codes d'accés.




3.2 A retenir
définition 5 : (graphe orienté, boucle )

(1) un graphe G est

<= chaque aréte est orientée et (ne peut-étre parcourue que dans le sens de la ﬂéche]

(2) une boucle est une aréte dont 'origine est aussi 'extrémité

exemples :

pour le graphe G ci contre ‘@ @

— ( est orienté par le sens des fleches
— G a une boucle de sommet s;
définition 6 : (matrice d’adjacence d’un graphe orienté )
quel que soit le graphe orienté G a4 n sommets {s1, so, ..., S, } (n € IN¥)
A est matrice d’adjacence de G
A est une matrice carrée d’ordre n

[aij = 1] s’il [existe une aréte de s; vers sj]

quel que soit le coefficient a;; de la matrice A, i - -
(aij = 0] s’il [n’emste pas d’aréte de s; vers sj]

exemple
pour le graphe G, ‘@ @

matrice d’adjacence = A =

la matrice d’adjacence d’'un graphe orienté n’est pas nécessairement symétrique

S =
S O =
O =

remarque

propriété 5 : (nombre de chaines de longueur p)
quel que soit le graphe orienté G' a n sommets {s1, s2, ..., 8, } (n € IN*) et de matrice d’adjacence de A

[le terme a;; de la matrice Ap] oup € N*

est égal

au [nombre de chaines de longueur p qui relient les sommets s; et s; ]

exemple
pour le graphe G, ‘@ @

1 11
matrice d’adjacence = A=| 1 0 1
0 O
8 5 8
la calculatrice donne : A= | 5 3 5 a13 = 8 donc 8 chaines de longueur 5 relient s; a s3
0 0O

définition 7 : (graphe étiqueté )
un graphe orienté G est
<= chaque aréte est affectée d’'une étiquette (lettre, mot, nombre, ...)

exemples :

G ci contre est étiqueté



3.3 exercices

exercice 10 :
un réseau de pages web est schématisé par le graphe G ci dessous

=

1. déterminer la matrice d’adjacence M associée au graphe G

2. déterminer les matrices M2, M3, M*
(a) combien y a t-il de chemins en 2 clicsde AaD?deD aA?
(b) combien y a t-il de chemins en 3 clicsde AaD?deD aA?
(¢) combien y a t-il de chemins en 4 clicsde AaD?deD aA?

(d) combien y a t-il de chemins en 4 clics ou moins de A aD?de D a A?

©

N

3. sachant que la "distance" entre deux sommets est égale a "la plus petite longueur" parmi les longueurs
des chaines qui les relient,
(a) quelle est la distance entre E et D ?
(b) quelle est la distance entre C et A7

4. sachant que le "diamétre" d’un graphe est égal a4 "la plus grande distance" parmi les distances entre
les points pris 2 & 2
quel est le diamétre du graphe ?

0 0 0 0 0 1 1
0 01 1.1 0 0
01 0 1 1 0 O
soit le graphe dont M est la matrice d’adjacenceoit M=|0 1 1 0 1 0 0
01 1 1 0 0 O
1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 00O 1 0
1. sans le dessiner, trouver 'ordre de ce graphe (justifier)
2. sans le dessiner, trouver si ce graphe est orienté (justifier)
3. sans le dessiner, trouver si ce graphe est complet ? (justifier)
2 0 00 0 1 1 2 0 00 0 3 3 6 0 0 0 0 5 5
0 3 2 2 2 00 0 6 7 7 7 0 0 0 21 20 20 20 0 0
0 2 3 2 2 00 0 7 6 7 7 00 0 20 21 20 20 0 0
4 M?=10 2 2 3 2 0 O M3=|0 7 7 6 7 0 Of M*=]0 20 20 21 20 0 0
0 2 2 2 3 0 0 0 7 7 7 6 00 0 20 20 20 21 0 0
1 0000 2 1 300 0 0 2 3 5 0 0 0 0 6 5
1 000 0 1 2 300 0 0 3 2 5 0 0 0 0 5 6
10 0 0 0 0 11 11 2 0 0 0 0 21 21
0 60 61 61 61 0 0 0 183 182 182 182 0 O
0 61 60 61 61 0 O 0 182 183 182 182 0 O
MS=|0 61 61 60 61 0 0| MS=]|o0 182 182 18 182 0 O
0 61 61 61 60 0 O 0 182 182 182 183 0 O
11 0 0 0 0 10 11 200 0 0 0 22 21
110 0 0 0 11 10 200 0 0 0 21 22
42 0 0 0 0 43 43
0 546 547 547 547 0 0
0 547 546 547 547 0 0
M7= |0 547 547 546 547 0 O
0 547 547 547 546 0 0
43 0 0 0 0 42 43

43 0 0 0 0 43 42

(a) la distance entre A et B est-elle comprise entre 1 et 77 supérieure ou égale & 87 quelle valeur
peut-on donner ?

(b) sans le dessiner, trouver si ce graphe est connexe ?

(c) dessiner le graphe G



3.4

corrigés exercices

corrigé exercice 10 :

un réseau de pages web est schématisé par le graphe G ci dessous

OO O = O
-0 O O =
_ o = O O
OO = = O
O OO ==
O OO ==

10 1

2. la calculatrice donne :

2113 2 2 3 47 4 4 4 § 7 11 15 14 14
1 23 111 3 2 3 6 6 6 8 9 15 11 8 8
111100 112 3 4 4 5 5 8 7 4 4

2 _ 3 4
M= = 0 00111 M 112100 M= 11 2 3 4 4
1 00111 123111 32 3 6 6 6
0121 2 2 3 2 3 5 3 3 5 6 11 8 8 8

(a) nombre de chemins en 2 clics de A a D : M?, =3

nombre de chemins en 2 clicsde D A A : M 31 =0

(b) nombre de chemins en 3 clics de A a D : M3, =4

nombre de chemins en 3 clics de D a A : M3, =1
(c) nombre de chemins en 4 clics de A a D : M, =15

nombre de chemins en 4 clicsde D A A : M fl =1

(d) nombre de chemins en 4 clics ou moins de A a D : 3+4+4 15 =22

nombre de chemins en 4 clics ou moinsde DA A :0+1+1=2

. sachant que la "distance" entre deux sommets est égale & "la plus petite longueur" parmi les longueurs

des chaines qui les relient,
(a) la distance entre E et D est égale a 2

(b) la distance entre C et A est égale a 2

. sachant que le "diamétre" d’un graphe est égal a "la plus grande distance" parmi les distances entre

les points pris 2 & 2, le diamétre du graphe est 3

en effet, il est de diamétre inférieur ou égal a 4 ( plus de 0 dans M*?)

il est de diameétre supérieur strict a 2 ( pas de chaine de longueur 1 ou 2 entre D et A)

les seuls couples de points associés aux 0 de M3 ne sont pas associés a des 0 dans M? donc le diamétre
du graphe est inférieure ou égal a 3

le diamétre est donc égal a 3



corrigé exercice 11 :




4 graphes pondérés

4.1 activités

4.1.1

activité 1

D Le plus court ou le moins cher

Sur une carte autaroutigre, on a lu que pour se rendre d'une ville D & une ville A, on
peut passer par la ville B ou par |z ville C.

On se propose de déterminer 3 I'3ide d'un graphe, ke trajet le plus court ou le moins cher en
péage pour aller de D a A,

Kl Trajet la plus court

Voici les distances séparant deux villes par les autoroutes existantes :

« deDaC:210km; » deDaB:420 km; s deCaA:420 km,

« deBaf:200km; s« deCaB:105km.

a) Réaliser un graphe étiqueté dont les sommets sont les villes et les étiquettes les
distances entre [es villes reliées,

On dit quil s'agit d'un graphe pondéré

b) Déterminer le trajet le plus court pour allerde D & A,

2] Trajet la moins cher

a) Réaliser le graphe pondéré de la situation précédente en remplagant les distances
par les prix des péages, qui sont les suivants :

s 20EdeDAC; s 19€EdeCah; s A0 deBak;

» 45€deDaB; « 20€deCaB.

b) Quel est le trajet pour lequel la somme dépensée en péage est minimale 7




4.1.2 activité 2

U Recherche de la plus courte chaine

Ce graphe pondéré
indique la durée du
trajet en minutes
selon les rues
empruntées dans un
quartier d'une ville,

Lorsgu'une rue &
double sens rejoint
deux fieux, il se peut
guelle soit plus
empruntée dans un sens gue dans Fautre, d'ot des durées différentes dans chague sens.

O se propose de déterminer le trajet de A & H de durée minimale.

K] Poids d'une chaine

Le poids d'une chaine est la semme des durées inscrites sur les arétes quila composent.
Quel est le poids de chacune des chaines ci-dessous :

« ABITTH? s A KIFHY

(2] Algorithme de Dijkstra-Moara
Cet algorithrne permet de déterminer fe trajet de poids minimal, appelé plus courte
chaine, menant de A 4 H.

» Placer tous les sommets du graphe dans la 1™ ligne d'un tableau.

1 * Surla 2=ligne du tableau, &crire le coefficient 0 sous le sommet de départ
et le coefficient = sous les autres sommets.

* Sur la dernigre ligne écrite, repérer le sommet X de coefficient minimal.
» Commencer unea nouvalle ligne et rayer toutas les cases vides sous X,

* Pour chague sommet ¥ adjacent a X, calculer fa somme P du coefficient
de X et du poids de Faréte reliant v a X.

* 5i P est strictement inférieur au coefficient de Y, inscrire P, dans la case
correspondante de la colonne ¥,

= Sinan, inscrire ke coefficient de ¥ et compléter la ligne par des coefficients
de la ligne précédenta.

+ 5 reste des sommets non sélectionnés, recommencer a 'étape 2

+ Sinon, passer a 'étape 5.

4

5 + Lalongueur minimale est le nombre lu sur la derniere ligne du tableau,

Recopier et compléter le
tableau commencé ci-
contre en suivant les tapes
de I'algorithme.

El conclusion
Sur le tableau précédent, lire la durée minimale du trajet pour aller de A & H et préciser
cette plus courte chaine.




4.2 A retenir

définition 8 : (graphe pondéré)

(1) un graphe G est = { G est étiquete

chaque étiquette est un nombre positif

(2) le d’une chaine est la [somme des poids] (étiquettes) des arétes qui la compose

(3) une [plus courte chaine] entre deux sommets est une [Chaine de poids minimal] qui relie ces sommets

exemples :

pour le graphe pondéré G ci contre
— la chaine s1s984 a pour poids 1+6 =7
— la plus courte chaine entre s; et s4 est s1s3584 avec un poids de 6

propriété 6 : (algorithme de Dijkstra et chaine de poids minimal)

quel que soit le graphe pondéré connexe G,

I’algorithme suivant donne la liste des chaines les plus courtes a partir d’'un sommet
jusqu’a un autre sommet quelconque du graphe

début
.placer les noms des sommets sur la premiére ligne d’un tableau (sommet de départ s1 en premier),
avec une derniére colonne pour écrire les chaines les plus courtes.
.2¢ ligne : écrire la chaine s1(0) dans la colonne de s;
puis cocher cette chaine dans le tableau et cocher la colonne du tableau de cette chaine.
.3¢ ligne : pour chaque sommet s; adjacent & s; dans une colonne non cochée, écrire la chaine s1s;(p)
ou py; est la poids de la chaine sqs;,
écrire dans la derniére colonne la (les) chaine la plus courte non cochée avec son poids s si(p),
puis cocher cette chaine dans le tableau et cocher la colonne de cette chaine.
.(*) ligne suivante, pour chaque sommet s; dans une colonne non cochée et adjacent au (auz) dernier(s)
sommet(s) de la (les) chaine(s) la (les) plus courte(s) précédente(s) (ici sg),
écrire la chaine sysgs;(p) ou p est le poids de la chaine s;sys;,
écrire dans la derniére colonne la (les) chaine(s) la (les) plus courte(s) parmi les chaines non cochées
des colonnes non cochées présentes dans le tableau avec son poids (" ex : s1558m(p)),
puis cocher cette chaine dans le tableau et cocher la colonne de cette chaine.
. lignes suivantes, et jusqu’a ce que toutes les colonnes soient cochées :
on reprend (*) (@ partir du (des) dernier(s) sommet(s) de la (les) chaine(s) la (les) plus courte(s)
précédente(s))
fin

les chaines les plus courtes a partir de s1 sont dans la derniére colonne ainsi que leurs poids

exemple :

pour le graphe G,
on cherche la chaine la plus courte & partir de C jusqu’a F




On utilise 'algorithme de Dijkstra :

C B F D E A chaines minimales
C(0) C(0)

X CB(9) CF(6) CD(2) CD(2)

x |CDF(5)| x CDA(11) CDF(5)

x| [CDFB(8) x CDFA(11) CDFB(8)

X X X X CDFBA(10) CDFBA(10)

x x x x | CDFBAE(14) X CDFBAE(14)

X X X X X X

la chaine la plus courte de C' & E est donc CDFBAFE avec un poids de 14
la chaine la plus courte de C' & A est donc CDF BA avec un poids de 10
la chaine la plus courte de C' & B est donc CDF' B avec un poids de 8
la chaine la plus courte de C' & F' est donc C'DF' avec un poids de 5
la chaine la plus courte de C' & D est donc C'D avec un poids de 2

autre exemple
on cherche la chaine la plus courte & partir de A jusqu’a G

algorithme de Dijkstra :

A B C D E F G chaines mini
A(0) A(0)
x  [[AB()]||[Ac@] AB(1)
x x ABD(3) ABF(4) AC(2)
X X X ACD(5) ACE(6) ABD(3)
x x x x ABDE(5) (ABDG(6))
X X X X X ABFG(8)
X X X ABDEG(11)
X X X

la chaine la plus courte de A & G est donc ABDG avec un poids de 6
la chaine la plus courte de A & B est donc AB avec un poids de 1
la chaine la plus courte de A & C est donc AC avec un poids de 2

la chaine la plus courte de A & D est donc ABD avec un poids de 3

la chaine la plus courte de A & F est donc ABDE avec un poids de 5

la chaine la plus courte de A & F est donc ABF avec un poids de 4



4.3 exercices

exercice 12 :

déterminer la chaine la plus courte & partir de A jusqu’a J en utilisant ’algorithme de Dijkstra

exercice 13 :

Des contraintes de calendrier imposent d’organiser
un concert dans la ville F immédiatement aprés un
concert dans la ville A.

Le graphe I' est complété ci-dessous par les lon-
gueurs en kilomeétres de chaque trongon (les lon-
gueurs des segments ne sont pas proportionnelles aux
distances).

Déterminer, en utilisant un algorithme dont on ci-
tera le nom, le trajet autoroutier le plus court (en
kilométres) pour aller de A a F.

Préciser la longueur en kilométres de ce trajet.

exercice 14 : (Voyage scolaire)

La classe de Terminale d’Arthur est en voyage sco-
laire en Angleterre. Plusieurs sites de Londres sont
visités : Warren Street, Oxford Circus, Piccadilly
Circus, Leicester Square, Holborn, Embankment et
Temple. Ces lieux sont désignés respectivement par
les lettres W, O, P, L, H, E et T et sont représentés
dans le graphe I donné (chaque sommet représente un
site a visiter et chaque aréte une route reliant deux sites) .
Les éléves sont laissés en autonomie deux heures. Le
point de rendez-vous avec les organisateurs est fixé &
Temple. Les temps de parcours en minutes sont sur
le graphe. Arthur, qui est & Oxford Circus, n’a pas
vu le temps passer. Lorsqu’il s’en rend compte, il ne
lui reste plus que 40 minutes pour arriver & Temple.

1. Déterminer le plus court chemin en minutes re-
liant Oxford Circus & Temple. Justifier la ré-
ponse a 'aide d’un algorithme. Arthur sera-t-il
en retard 7




4.4

corrigés exercices

corrigé exercice 12 :

déterminer la chaine la plus courte & partir de A jusqu’a J en utilisant ’algorithme de Dijkstra

algorithme de Dijkstra :

A B C D E F G H 1 J chaines mini

X AB(1) AC(2) | AD(@3) AB(1)

x x x x ABE(2) | ABF(6) AC(2) || ABE(2)

x x x x x ACF(3) | ACG@ | ABEH(6) ACF(3) || AD(3)

x x x x x x ADG@) | ACFH(@) | | ACFI(5) | ADG(4) | ACG(4) | ACFH(4) |
X X X X X X X X ACGI(5) ACGJ(7)

X X X X X X X X ADGI(5) ADGIJ(7)

x x x x x x x x x ACFHJ(6) | | ACFI(5) | ACGI(5) | ADGI(5) |
X X X X X X X X X ACFI1J(8)

X X X X X X X X X ACGIJ(8)

X X X X X X X X X ADGIJ(8) ACFHJ(6)

la chaine la plus courte de A & J est donc ACFHJ avec un poids de 6




corrigé exercice 13 :




corrigé exercice 14 :




5 graphe probabiliste, matrice de transition, état stable

5.1 activités

5.1.1 activité 1

Gestion municipale

Un village a la charge de 'entretien d'une route. Lors du dernier conseil municipal de
l'année, la route peut étre déclarée dans un état correct (C) ou un &tat détérioré (D)
ou un état neuf (M). Les statistiques municipales montrent que, d'une année 4 l'autre,
I'état de |a route peut évoluer selon les aléas [météo, trafic, travaux, budget du conseil
rmunicipal...) comme indigué ci-dessous.

= Etant dans un état comect, elle peut le rester aver une probabilité de 0,72 ou devenir
détériorée avec une probabilité de 0,28.

= Etant dans un état détériord, elle peut le rester avec une probabilité de 0,33 ou étre
refaite & neuf avec une probabilité de 0,67,

» Etant dans un état neuf, elle peut le rester avec une probabilité de 0,59 ou passer 4
un &tat comect avec une probabilité de 0,41,

Pour tout nombre entier naturel n = 1,0n note € (resp. O ow M) I'événement « La
route est dans un &tat comect (resp. détérioré ou neuf) "année 2008 +n »,
Onnotep_=P(C),q =P(D ) etr =P(N ).

A son élection en 2008, le nouveau maire considére gue la route peut &tre dans 'un

1
des trois états avec la méme probabilité. Ainsip, =g, =r, = T

On se propose détudier 'évolution de la probabilité de Fétat de la route.

El whilisation d'un arbre pondéré
a) Représenter les situations de 2008 et

2009 & I'aide d'un arbre pondéré, puis e
calculerp, g, etr,. i
b) Calculer de méme p,, g, etr,. S TR Dr,
c) Reproduire et compléter Farbre pondéré T s D
d-contre. S ol i

| F T s Rt
d} Expliquer pourgqued : e i T

Poy =072p +0A417, T — "

Etablir des relations analogues pour L i I
Bt Iy

F1 utilisation d‘un graphe probabilista
a) Recopier et compléter le graphe pondéré cl-contre par les probabilités condition-
nelles qui traduisent les changements d'état d'une année & I'autre.

N

b) Calculer la sormme des probabilivés des arétes issues du sommet G puis de N et de D




c) Reproduire et compléter le tableau ci-contre, C o M
La matrice M gui résume ce tableau est appelée matrice c | o072
de transition. i

[B]
d} Pour tout nombre entier naturel n, état probabiliste i
l'année 2008 + n est la matrice ligne P_=(p_ g, r).
Ainsi PDJl 2 Al
|3 3 3
Vérifier en utilisant les résultats de la gquestion K1, que::
s P,xM=F, e PoxM=P, e P.xM=P_,

&) On peut montrer de proche en proche et on admet icl que, pour tout nombre entier
naturel n =1, P, =P, x M".

Avec la caloulatrice, déterminer I'état probakbiliste de cette route 2 |a fin du mandat du
maire en 2014, Interpréter ce résultat.

f} Observer des valeurs approchées des matrices P, P. et P,

Conjecturer un &tat « limites P=(x y z) vers lequel semble converger 'état d'une
route au bout d'un grand nombre d'années.

g} Modifier I'état probabiliste P, et analyser si Févolution & long terme semble dépendre
ou nen de 'état initial.




5.1.2 activité 2

) Recherche de |'état stable

Voici un graphe probabiliste & deux états. 06
: g | SN |
Pour tout nombre entier n..iFurel nonnote g .J':‘—— __——)() 04
P_={a, b )I'état probabiliste au bout de : = —D";
n évolutions,

On s& propose de savoir 5T exlste un &tat probabiliste P stable, Cest-a-dire tel que P x M=F
ol M est la matrice de transition.

El Aveclessuites

a) Wérifier que, pour tout nombre entier naturel n, a_,, =0,8a_+0,6b_

b) Sachant que a,+b,=1,en déduire que a_,, =0,2a, +0,6.

¢} Pour tout nembre entier naturel n, on pose v, =4, - 0,75,

Dérmontrer que la suite (i) est géomnétrique de raison 0,2. En déduire les limites des
suites (v}, (g.) puis (&) quelque soit I'état probabiliste initial Py = (g, b,).

d) En déduire la matrice P vers laguelle converge la suite (P_).

F1 Avecles matrices

a) Ecrire la matrice de transition M du graphe.

b) OnnoteP=(x ylavecz+y=1.

Ecrire I'égalité matricielle P x M= P sous forme d'un systéme (5).
=0,2x+0,6y=0

x+y=1

d} Résoudre (S).Vérifier la cohérence du résultat avec la question il d).

¢} Montrer que [S) est éguivalent &




5.1.3 activité 3

E} Evolution d’une maladie

Un individu vit dans un lieu ol il est susceptible d'étre atteint par une maladie.

Il peut étre, au cours d'un mois donné, dans I'un des trois états suivants :
f=immunisé ; m:malade ; s:pas malade et pas immunisé.

On sait que d'un meis sur I'autre, son état peut changer selon la régle suivante :

« Btant immunisé, il peut le rester avec la probabilité 0,9 ou passer a I'état s avec la
probabilité 0,1 ;

s étant dans 'état 5,1l peut |e rester avec la probabilité 0,5 ou passer & 'dtat m avec
la probabilité 0,5 ;

» &tant malade, il peut le rester avec la probabilité 0,2 ou passer a 'état i avec la
probabilité 0,8,

On se propose détudier Févolution de la maladie afin de lancer ou non une campagne de
vaccination, puis d’en mesurer les effets.

K un graphe probabiliste
a) Représenter cette situation par un graphe probabiliste de sommets i,m et 5.
b) Ecrire la matrice de transition M de ce graphe probabiliste.

E1 Décision de vaccination

Les autorités médicales de la région décident gu'elles procéderont & une vaccination
de la population si les prévisions conduisent & une probabilité supérieure 4 0,09 pour
quun individu choisi au hasard soit malade.

On admet que quelque soit 'état probabiliste initial, I'évelution de I'état probabiliste
se stabilise autour de lamatrice P=(g & cjtellequeP=PxMeta+b+c=1.
Traduire cette égalité matricielle par un systéme d'équations.

Résoudre ce systéme et conclure guant & la dédsion de vaccination.

E] Evaluation des effets de Ia vaccination
La vaccination a modifié I'svolution de la
maladie selon les régles suivantes :

= Gtant immunisé, un individu peut le
rester avec une probabilité de 0,95 ou
passer a I'état s ;

» &tant dans ['état 5, un individu peut le
rester avec une probabilité de 0,2 ou passer
& I'état m avec une probabilité de 0,2 ou
passer & I'étati;

« &tant dans 'état m, un individu peut
fe rester avec une probabilité de 0,2 ou
passer & I'état i.

a) Représenter cette situation par un nou-
wveau graphe probabiliste dont on donnera
la matrice de transition M’

b} On admet gue ce graphe probabiliste
posséde un état stable P

Déterminer cet état stable et conclure
quant a l'efficacité de la vaccination.




5.2 A retenir
définition 9 : (graphe probabiliste)

le graphe G est | probabiliste

<~
G est orientc

pour chaque sommet, la [somme des poids des arétes sortantes vaut 1]

pour chaque couple de sommets i et j , il existe au plus une aréte de i vers j

exemple : 0,7
le graphe G ci contre est probabiliste 0,3 0,1
03+07—1et09+01—1 —

définition 10 : (matrice de transition)

la matrice de transition d’un graphe probabiliste G d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 a n
est la matrice M, carrée d’ordre n ot le coefficient M;; est tel que :
Mo — { poids de I'aréte qui va de 7 vers j si cette aréte existe

0 s’il n’y a pas d’aréte de ¢ vers j

ij
exemple :
"

remarque :  la somme des coefficients des lignes vaut toujours 1

. " 0,3 0,7
a pour matrice de transition M = <O, 9 0, 1)

propriété 7 : (état probabiliste a l’étape n)

Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste G
Soit Py la matrice ligne décrivant 1’état initial

P, est I’état probabiliste a ’étape n =

exemple : @/_\ ,
‘ 0,1

état initial : Py = (0,4;0,6)
on a alors : Py = Py x M? = (0,504;0,496) (calculatrice)

matrice de transition : M = <0,3 0, 7)

0,9 0,1

propriété 8 : (état stable)

Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste G d’ordre 2
Si M ne comporte pas de 0
alors la suite (P,) converge vers un état P = (x;y) avec x + y = 1 qui vérifie 'équation matricielle

P est appelé "’état stable"

01 v

exemple :

0,3 0,7
0,9 0,1



5.3 exercices

exercice 15 :

on souhaite étudier I’évolution des populations respectives dans les deux seules régions X et Y d’un pays P
sachant que :

_la population est supposée rester constante pour les prochaines années

_au départ (année de rang 0) : 25% de la population du pays est dans la région X (donc 75% en Y)
__chaque année, la probabilité qu'un individu quelconque de la région X parte pour la région Y est de 5%
_ chaque année, la probabilité qu’un individu quelconque de la région Y parte pour la région X est de 20%

A

représenter cette situation par un graphe probabiliste

donner la matrice de transition M ainsi que le vecteur ligne Py correspondant a 1’état initial
donner I’état probabiliste a ’étape 1 puis 2 puis 20

que semble devenir I’état probabiliste quand n est de plus en plus grand ?

justifier que la suite (P,) converge vers un état stable et déterminer cet état stable puis interpréter ce
résultat dans le contexte

exercice 16 :

on souhaite étudier I’évolution des populations respectives dans les trois seules régions X et Y d’un pays P
sachant que :

_la population est supposée rester constante pour les prochaines années

_au départ, 20% de la population du pays est dans la région X, 30% est en Y et le reste en Z

_ chaque année, 90% de la population de X reste en X et le reste part pour Y

_ chaque année, 50% de la population de Y reste en Y et le reste part pour Z

_ chaque année, 20% de la population de Z reste en Z et le reste part pour X

AR R S

représenter cette situation par un graphe probabiliste

donner la matrice de transition M ainsi que le vecteur ligne Py correspondant a 1’état initial
donner ’état probabiliste a ’étape 1 puis 2 puis 20

que semble devenir I’état probabiliste quand n est de plus en plus grand ?

on admet que la suite (P,,) converge vers un état stable P = (x;y;2) tel que x +y+ 2z =1
déterminer cet état stable sachant qu’il vérifie I’équation matricielle P = PM puis interpréter ce
résultat dans le contexte



5.4 corrigés exercices

corrigé exercice 15 :

on souhaite étudier I’évolution des populations respectives dans les deux seules régions X et Y d’un pays P
sachant que :

_la population est supposée rester constante pour les prochaines années

_au départ (année de rang 0) : 25% de la population du pays est dans la région X (donc 75% en Y)
__chaque année, la probabilité qu'un individu quelconque de la région X parte pour la région Y est de 5%
_ chaque année, la probabilité qu'un individu quelconque de la région Y parte pour la région X est de 20%

1. représenter cette situation par un graphe probabiliste
0,05
0,95 0,8
0,2

2. donner la matrice de transition M ainsi que le vecteur ligne Py correspondant a 1’état initial

0,95 0,05\ , ... . . .
M_<O,2 O’8>etat initial : Py = (0,25;0,75)

3. donner I'état probabiliste a 1’étape 1 puis 2 puis 20
P = Py x M!' = (0,3875;0,6125)
Py = Py x M? = (0,490625;0,509375)
P20 = PO X M20 = (2 0,8;2 0,2)

4. que semble devenir 1’état probabiliste quand n est de plus en plus grand ?

il semble converger vers (0, 8;0, 2)

5. justifier que la suite (P,) converge vers un état stable et déterminer cet état stable puis interpréter ce
résultat dans le contexte
M est la matrice de transition d’un graphe probabiliste G d’ordre 2
M ne comporte pas de 0
donc (propriété du cours), la suite (F,) converge vers un état P = (z;y) avec x +y = 1 qui vérifie

I’équation matricielle

il suffit de trouver P

z = 0,952 + 0,2y 0,05z — 0,2y =0 .
P=PxMetz+y=1<= ¢ y=0,050+0,8y <= ¢ 0,052 —0,2y =0 {0,0535 0,2y =0
r+y=1
z+y=1 z+y=1
ce qui équivaut aux systéme matriciel AX = B avec A = (0’10 g _(i’ 2> , X = (g) et B= (2)

que l'on résoud a la calculatrice en calculant X = A71B = <8’ S)

on a donc : état stable = P = (0,8;0,2)
ce qui se traduit par le fait, qu’a long terme, la répartition dans les deux villes se rapproche de 80%
en X et 20% en Y



corrigé exercice 16 :

1.

[\)

ot

représenter cette situation par un graphe probabiliste
0,1
0,9 0,5

0,2

donner la matrice de transition M ainsi que le vecteur ligne Py correspondant & I’état initial
0,9 0,1 0

M=1 0 0,5 0,5] état initial : Py = (0,2;0,3;0,5)
0,8 0 0,2

donner I’état probabiliste & I’étape 1 puis 2 puis 20
Pl =Pyx M'=(~0,58~0,17;~ 0, 25)
Py=Pyx M? = (~0,72;~0,14;~ 0, 14)

Py = Py x M? = (~0,75;~ 0,15;~ 0, 09)

que semble devenir I’état probabiliste quand n est de plus en plus grand ?

il semble converger vers (~ 0, 75;~ 0, 15;~ 0,09)

la suite (P,) converge vers un état P = (x;y;2) avec z + y + z = 1 qui vérifie ’équation matricielle

il suffit de trouver P

z=0,9¢ + 0y + 0,82 0,1x+0y —0,82=0

y=0,1x 4+ 0,5y + 0z —0,1x 4+ 0,5y — 0z =0
xMetetytz=1= 9 w405 +02: ) 0z—05y+0,8: =0

r+y+z=1 r+y+z=1

—0,1z + 0,5y — 0z =0
0z — 0,5y 4+ 0,82 =0  (car ly+ 13 = —11)

r+y+z=1
-0,1 0,5 0 x
ce qui équivaut au systéme matriciel AX = B avec A = 0 —-0,5 0,8] , X = [y| et
1 1 1 z
0
B=1{0
1

~ (0.754716981132
que l'on résoud a la calculatrice en calculant X = A7'B = | ~ 0.150943396226
~ (0.094339
on a donc : état stable = P = (~ 0, 754716981132; ~ 0, 150943396226; ~ 0,094339)
ce qui se traduit par le fait, qu’a long terme, la répartition dans les trois villes se rapproche de ~ 75, 5%
en X, ~ 15 1% en Y et ~ 9,4%



5.5 travaux pratiques

5.5.1 tableur



Nom :

TP :| Graphes : transition et évolution de population ‘

1. ouvrir une feuille de calcul de type tableur (Ezcel)

2. sauvegarder cette feuille de calcul sous le nom "tp graphe probabiliste transition" dans votre dossier
"Mes Documents" dans le sous-dossier appelé "Math" (créé au préalable)

3. le but est d’utiliser cette feuille de calcul pour étudier I’évolution des populations respectives dans les deux
seules régions X et Y d’un pays P sachant que :
_la population du pays reste constante et égale & 1 million d’habitants pour les années & venir
_au départ ( année de rang 0) : 25% de la population du pays est dans la région X ( donc 75% en Y)
_ chaque année, 5% de la population de X part pour Y
_chaque année, 20% de la population de Y part pour X
(a) recopier dans cette feuille de calcul le contenu des cellules comme indiqué ci dessous

A B C D
1 | transition de X vers Y (en proportion) | 0,05
2 | transition de Y vers X (en proportion) | 0,20
3
4 | prop de la pop totale en X au départ 0,25
5)
6 | rang de 'année prop de la pop totale en X | prop de la pop totale en Y total
710
8

(b) on souhaite obtenir dans la colonne A, de la cellule A7 a la cellule A30, les valeurs des rangs (de 0 a
23) des années pour les 23 années a venir, pour cela entrer dans la cellule A8 la formule : = A7+ 1
puis, tirer la formule vers le bas jusqu’a A29 et constater que cela fonctionne!

(c) on souhaite obtenir les valeurs des colonnes B, C et D
i. entrer dans la cellule B7 la formule : = B4
ii. entrer dans la cellule C'7 la formule : =1 — B4
iii. entrer dans la cellule D7 la formule : = B7+ C7

iv. entrer dans la cellule B8 la formule : = B7 % (1 — B$1) + C7 %« B$2
A quoi servent les dollards? : ...

v. entrer dans la cellule C8 la formule qu’il faut et la recopier ci dessous : ...

vi. entrer dans la cellule D8 la formule qu’il faut et la recopier ci contre : ...
vii. sélectionner la plage de cellules A8 :D8 puis étirer cette plage de cellules jusqu’a la ligne 30
(d) on souhaite obtenir la représentation graphique de I’évolution des populations dans un repére

i. sélectionner la plage de cellules A7 : B30puis — insertion — graphique — Nuages de points —
Nuage de points reliés par une courbe — terminer
ii. déplacer le graphique sur la plage de cellules E6 : J30

de la ville X7 : ...
(e) que semble t-il se passer a long terme pour la population
de la ville Y7 : ...

(f) siau départ : 0% de la population du pays est dans la région X (mettre 0 en B4)
de la ville X7 : ...
que semble t-il se passer & long terme pour la population
de laville Y7 : ...

(g) de meéme si au départ : 10%, 40%, 50%, 90%, 100% de la population du pays est dans la région X
de la ville X7 : ...

que semble t-il se passer & long terme pour la population
delaville Y7 : ...

(h) a long terme, les populations dépendent-elles des populations initiales? : ...

(i) que se passe t-il & long terme si on prend pour proportions de transitions 10% et 10% 7 : ...

(j) que se passe t-il a long terme si on prend pour proportions de transitions 10% et 0% 7 : ...



4.

10.

ouvrir un nouvel onglet

(a) le but est d’utiliser cette feuille de calcul pour étudier I’évolution des populations respectives dans les
trois seules régions X, Y et Z d’un pays P sachant que :
_la population du pays reste constante et égale a 1 million d’habitants pour les années & venir
_au départ, 20% de la population du pays est dans la région X, 30% est en Y et le reste en Z
_ chaque année, 90% de la population de X reste en X et le reste part pour Y
_chaque année, 50% de la population de Y reste en Y et le reste part pour Z
_ chaque année, 20% de la population de Z reste en Z et le reste part pour X

. utiliser une feuille de calcul pour déterminer se qui se passe & long terme pour chacune des villes.

de la ville X7 : ...
a long terme, la population ¢ de la ville Y7 : ...

delavilleZ? : ...

utiliser une feuille de calcul pour déterminer se qui se passe a long terme pour chacune des villes si au
départ, 100% de la population du pays est dans la région X

de la ville X7 : ...
a long terme, la population { dela ville Y7 : ...

delaville Z7 : ...

utiliser une feuille de calcul pour déterminer se qui se passe & long terme pour chacune des villes si au
départ, 100% de la population du pays est dans la région Y

de la ville X7 : ...
a long terme, la population ¢ de la ville Y7 : ...

delavilleZ? : ...

utiliser une feuille de calcul pour déterminer se qui se passe a long terme pour chacune des villes si au
départ, 100% de la population du pays est dans la région Z

de la ville X7 : ...
a long terme, la population ¢ dela ville Y7 : ...

delaville Z7 : ...

utiliser une feuille de calcul pour déterminer se qui se passe & long terme pour chacune des villes si au
départ, la répartition de la population du pays est quelconque

de la ville X7 : ...
a long terme, la population ¢ de la ville Y7 : ...

delavilleZ? : ...

a long terme, la répartition de la population semble t-elle dépendre des répartitions initiales? ...



6 Minima

6.1 activités

6.1.1

activité 1

Probléme 6
abjectif

Décounvtir dis modeled
tris untifisds dang

la dynamigue de
population.

Mot
Ceble matrice W el

appelis matrice
di Leslis.

Nete

Le statisticlan anglaks
Patrick Leslie & dévelappd
e 1845 un madele
pour décrire I'Evolirtion
du nombre de fermella
ches les romgeurs gui
prerecuent de grod
desgats dans les réserves
alirmenaires,

D nos jours, ce modeke
et adople par de
nombres Bokogistes et
son ushge et faciltg par
Pesrplol derdinate s,

Modéle de Leslie | - |

O s'intéresse & une population de rongeurs ayant un cycle de reproduction da
3 ans, répartie en trois catégories ©juveniles (1), pré-adultes (P] (rangeurs de 1 anj et
adultes {A) (rongeurs de 2 ans).

Om ne considérs ici que la sous-population formeée des individus femelles. On suppose
gue chague femaelle donne naissance en moyenne a & femelles durant sa deuxigéme
anneée et a 10 femelles durant sa troisiéme année. Cependant, une fermelle sur deux
survit au-dela de sa premiére année et 40 % de celles gui survivent la dewxigme annés
survivront jusqu'a la troisieme annds,

En 2001 2, cette population de rongeurs compastait 30 juveniies, 50 pré-aduttes et 50 adultes.

On & propose detudier Pévalution de cette populition de rongeurs

El Avecun graphe pondéré

a) Recopier et compléter le graphe pondéré 0
ci-cantre traduisant la situation. T < L e Tl "
b} Donner la matrice de transition & associée \{:_:" = ___‘,/’
construite de manigre analogue 3 celle d'un —— T

graphe probabiliste en choisissant comme ordre 10

des sommets: ), P A,

e} Silen désigne respectivemnent parj . p, et g, le nombre de 1 o s BT
fermelles juvéniles, pré-adultes et adultes en 2012 + n, justifier n# - "
gue la situation peut s& traduire par le systéme ci-contra, B =050,

d} Ennotant X, la matrice ligne (j, p, a,)donnantlarépar- |9, =04p,
tition de la population en 2012 + m, vérifier que X, =X,M.

&) Montrer gue X, =X M2,

On admet par la suite gue, pour tout nombre entier naturel m, X, =X M"

f) Donner avec la calculatrice le nombre de rongeurs dans chague catégorie en 2027,

E! Avec un tableur
On souhaite conjecturer ['evolution de cette population a Faide d'un tablewr,
a) Realiser cette feuille

A 3 T [ £ F
de calcul, Saisir la formule | [ Ragde Nowbre toeal | o
| Buvdndes Pyé wlalies| Aduies Rapport
adeéquate dans la cellule B2, || Panmie |7 B romdwar
1 E i 7 50 ] 130
Puis IE'SfDI'mIJEajH:IUHTES E ] 1 B 1% 24 Ei% b d 23T
dans |a plage B3 : E3, puis | 4 H

recopiar vers le bas.

b} Retrouver le nombre de rongeurs dans chague catégaorie en 2027,

¢} Pour avoir une idée de Pévolution de cette population, représenter dans une méme
fenétre graphigue allure du nuage de points correspondant awx trois catégories ainsi
qu'a la population totale. De quel type d'évolution sagit-l 7

d} Dans la colonne Fon décide de faire apparaitre les rapports entre le nombre total
de rengeurs et ke nombre total de rongeurs Fannée précédents,

« Saisir en F3 la formule adéguate afin d'obtenir, par recopie vers e bas, ce rapport
au cours des années suivantes.

« Quelle conjecturs peut-on eémettre sur 'évolution de ce rmpport 7 La représentes
dams une nouvelle fenétre graphigue.

» Emettra alors une conjecture sur Pévolution de cette population de rongeurs.

CHariTRE 12+ MiNMiEATION D'UNE GRANDEUR, P HEMOMENES EVOLUTIFS 303



6.1.2 corrigé activité 1

1. on suppose la durée de vie maximale de 3 ans

(a) graphe @0@ @
0 05 0

b M=[6 0 04
10 0O 0

nb juvéniles année n+1 = 6x nb pré-adultes année n + 10x nb adultes année n
(c) nb pré-adultes année n+1 = 0,5X nb jeunes
nb adultes année n+1 = 0,4x nb pré-adultes année n

Jn+1 = 6pp, + 10ay,

Pn+1 = 07 5]71
an+1 = 0,4p,
0 0,5 0
(d) (Jn Pn an) x | 6 0 0,4| = (6p,+10a, 0,55, 0,4py)
10 0 0

donc X411 =X, x M

(e) X2 = XlM = (XQM)M = X0M2
(f) en 2027 : n = 2027 — 2012 = 15

X5 = XM = (6993540 1746205 350056)

2. avec tableur

A B C D E F
1 | Rang année | Juvéniles | pré-adultes | adultes | total rapport
(a) 210 30 50 50 130
3|1 800 15 20 835 6,4230769
4|2

(A3 = A2 + 1), (B3 =6*C2+10*D2), (C3 =0,5*B2), (D3 =0,4*C2}(E3 = B3+C3+D3)(F3 — E3/E2

(b) le tableaur donne : (6993540 1746205 350056 )

(c) les croissances semblent exponentielles

(d) le rapport semble converger vers 2

a long terme, la population totale double chaque année




6.1.3 activité 2

0bjectif
DecouvTir un modide
irportant non lindaie,

Neole

Diurarm la Pramiine Guarre
mandiale, la pache en
riaar Adriatique a &8
restrainte, Le zoalogiste
{talien Urmberta O'Ancons
FEfAnEis grice & des
Feedenis statitigues

gue le pourcentage

e poissons etsl

plus dlesd quiavart la
guerre I demands 4 Vite
Wisttarra de construire un
el e prathdmaticue
gui expliquerait ces

observations.

Proles et prédateurs : le modéle de Lotka-Volterra 1+ |

On sintéresse 8 Pévolution de la popula-
tion de truites (les proies) et de brochets
{les préedateurs) dans la Meuse.

Cnonote T, et B, une estimation du
nombre de truitas et de brochets res-
pectivement dans la Meuse le premier
juinde 'annge 2001 +n (ol n désigne un
nombre entier natural).

On estime qu'entre une anneée et la sui-
vante ;

+ le nombre de truites augmente de 10 % mais lors des T, < B rencontres possibles
entre les dewx espéces, seubes 0,1 % ont effectivernent lisu et 3 chacune d'entre elles
la truite est dévarae par ke brochet ;

« parmi les B, brochets, 5 % meurent uniquement a cause de leur sensibilite a la
toxicité de Feau de la Meusa. Mais le fait de dévorer des truites parmet aux brochets
de se reproduire,

Ainsi le nomiore de nouveauws brochets est estimé 2 50 % du nombre de truites dévorses,

El Etude des suites

a} Vérifier que, pour tout nombre entier naturel n -
T,,,= 11T, —0,001T, xB_
B_,=0,95B, +0,0005T xB_

Bl Quelle estla nature de ba suite (T ) borsquil 'y & pas de prédateurs 7
Quels sont som sens de variation et sa limite ?
¢] Quelle est la nature de la suite (B, ) lorsgu'il n'y a pas de proies 7
Quels sont son sens de variation et sa limite 7
d] Wérifier que, pour tout nombre entier natural n -
T—Th = 'I;[I},I— ﬂ.l]ﬂ'FEn:l
8.,,— B, = B, i~ 0,05+ 0,0005T, )
En supposant qu'il v ait des proies et des prédateurs, quels auraient di &tre les nombres
de truites et de brochets initialerment dans la Meuse pour que cews-o soient constants 7

F1 Avec un tableur

Ern 2001, dans le secteur étudie, on comptait 210 truites et 50 brochets.

a) Créer a I'aide d'un tableur, en wutilisant la fonction de recopie vers le bas, deus
colonnes contenant respectiverneant le nombra de proies (truites) et le nombre de
prédateurs (brochets) au cours des 200 années suivant 2001,

b} Pour avoirune idée de évolution de ces deux populations, représenter dans une
miéme fenétre grapghigue I'allure du nuage de points comespondant aux truites d'une
part et aux brochets d'autre part.

De quel type d'évolution s'agit-il 7

Four s'en convaincre, représenter e nuage de points de coordonnées (T, ;6.

c} Interpréter concrétement cette évolution.

d} Faire varier les données initiales. L'évolution est-elle fortement influencée par
celles-ci ?

2} llustrer le résultat de la question B dj.




6.1.4 activité 3

Probléme B
abjectif

Etudier un madéle

dmple de propagation
o' L Wi,

Propagation

Propagation d"un virus : modéle SIR Eﬁ

Four étudier I'éwolution d'une épidémie lors de la propagation d'un virus, on divise la
population en trois compartiments :

+ 5:les individus sains qui ne sont pas infectés par la maladie ;

s 1:les individus sains gui sont infectés par la maladie ;

» R:lesindividus gueris et désormais immunises contre la maladie (Recovered en anglais).
On suppase ici gue cette immunite est permanente

On note 5,1, et R, le nombre dindividus sains, infectés ou guéris respectivement au
bout de n semaines {avec n nombre entier naturel).

O suppose que la population globale est constante au cours des semaines suivantes.
Ce schéma représente les flux dindividus entra A K

g e M

les différents compartiments. 54 el R
+ Contamination Comntamination Guérison
Lorsque la population est a grande densité, on est dans le cas d'une transmission densité
dépendante, ol la force d'infection & est proportionnelle au nombre de malades I,
On suppose que le virus nudié a une farce d'infection A= 0,000 0121,

Aimsi, entre les piéme et (n -+ THéme semaines, 0,000 0121 5 individus sains sont infectds,
+ Guérison

Pour le virus etudie, k=033

Ainsi, entre [es n-igme et (n 4+ 1)-iéme semaines, 33 % des I, individus infectés sant
guéris et immunisés.

On se propose d'étudier le comporterment des sultes [5 ), {1} et (R .

El montrer que, pour tout nombre entier natural n:
5,4 =5,—0,0000121,5,
I, =1,+0,0000121,5, — 0,331,
R, =R, +0.331,

F! initialement la population Eﬂﬂﬂl:l.l Salns
comptait 60 000 individus sains Tt 7
et 5 individus infectss. 50000+ { |

On simule la propagation de ce 40000
virus pendant une année. On a 30000 -
obtenu les courbes ci-contre.

s 20000 -
a) Werifier avec un tableur que
I'on obtient bien ces courbes. 10000 - ===
i ! i e Infactés
b} Interpréter concrétemant 'allure a . ; ! ] ; H
de chague courbe. 0 10 X 3 40 50 53

¢} Combien d'individus ont &2 infectés finalement ?

E a Conjecturer une proprieté remarguable des points d'inflexion des courbes
« Sains » et & Queris » ainzi gue la proprigts correspendante pour la courbe « Infectas =
b} Tester si cette conjecture peut &tre émise pour différentes valeurs initiales,
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6.1.5 activité 4

mm:ng

objctif
Exabsli ches redationg
tle réewmanos i partic

dli rissghes

Propagation d'une rumeur L,,,T,,l [}Tj

On s'intéresse 3 la propagation d'une numeur dans une population divisée en trogs groupes
« lgnore :les individus ignorant la rameur ;

» Répand :les individus connaissant la rumeur et qui la repandent ;

» Connait :les individus connaissant la rumeur mais gui ne la répandent plus.

On & propose de sewolr 5§ la nom e atteindra toute s population, ef, 9 ¢ nlest pas be cas,
guelle propartion de la populaticn ne [& connaitra pas.

On note 1, R, et C, e nombre d'individus ignomant, répandant ou connaissant sans
répandre la rumeur respectivemnent au bout de n semaines (avec o nombre enger natursl).
On suppose que la population globale est constante.

Bl Etablir des formules de récurrence
a) Evolution de I,

Regle 1 [renconire Ignone-Répand]
Lerseeitin imdfic aptrorant i rimeur rancomtre o fcdivide fa rdpandant, e dew o rdgandsnt
T seemaanine siveants.

On admet quil y a I % R rencontres possibles de ce type la n-i2me semaine et on
estime que 0,01 % d'entre alles ont effectivement lieu chague semaine.
En déduire que pour tout nombre entier naturel 7, 1 =1 -000001 R

b} Evolutionde R,
» Justifier, dans un premier temps, que la (n + Tkiéme semaine, le groupe = Répand =
gagne 0,00011, R, individus.
Regle 2 [rencantre Connai-Répand)
Lorsquinn ndividu connaissant o remeur mais me fa répandent pas renconire wn individi fa
réprndont, oo dermier ne b répand plus pon phies b semaine suivante,

» Combien de telles rencontres sont possibles la n-iéme semaine ?
On estime également que 0,01 % d'entre elles ont effectivemnent lieu chague semaina.

Réglhe 3 [rencanire Répand-Répand]
Lorsque dewy individus répandant ke rumewr se rencortrent, les dewx e fo rédpondent pis e
saraine s

+ On suppose guil y a 0.5R (R, — 1) rencontres de ce type [a n-igéme semaine et on
estime que 0,01 % d'entre elles ont effectivemnant lieu chaque semaine.
En déduire finalement que pour tout nombre entier natursl n -
e =Rr| + 10,0001 Irl H" - 0,0001 Rn Cn —0,000-05 Flan" -1
¢} Evolution deC,
Justifier que pour tout nambre entier naturel n:
€, =C, +0,0001 R, C,+ 0,000 05R, (R, - 1)

(2 Conjecturer avec un tableau
a} Alaide d'un tableur, représen- | & i C b
ter graphiguement [‘évalution des |1 Nombre do | S || 2

trois groupes avec les données ""-’-“
initiales indiquées ci-contre. f ': Dﬁfmﬂ‘-‘;ﬂ‘lﬂki ES':IE?HH lég; ;
b} Reépondre au probléme pose.




6.1.6 activité 5

h

Résoudre des probléemes

Nole
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la rurne,

» MbCanngit | nombne
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E Propagation aléatoire de la rumeur

Les regles précédentes sont conservées mais on va simulber la propagation de cette
rumewur a I'aide d'un algorithme en supposant gue les rencontres se font de maniére
aléatoire.

On note O les individus ignorant ba rumeur, 1 cewx gui la connaissent et la répandent,
2 cewx qui la connaissent sans la répandre.

Initialement, personne ne connaitra la rumeur sauf MbRepand individus.
Lalgorithme incomplet suivant sous le langage Xcas permet de simuler une telle
propagation durant MbSemaines.

Auirpeicr (b o=

local =,0,7,M, doRepand, MbEemaines, k=, MbConnaiz)
Baleir ("H=" N}

saimir | "NoFapand=", NoRapand);

saloly | "HhasmaLbaa=" , NESew inee) 7

SlrGraph
NeCamralt c=ll

pour 4 de 1| jusque f-3bfepand Eaire
P 1 =il

fpous;

pour 4 da N-NhFesaadsl jusgoe ¥ Zalire
Bliqii=1i

fpour ;

pour r da 1 jusqoe Noferaines Enlze
wrsmlen (6] 1)

ma =l (M) 17

ai & |= n alore

ai (Fla =0 @t Pin]=—1l &u [P[k]=-=] &t Pim]-=0} alocs
Blk] =1y
Blm]:=1z
NoRepand: =HoRepand+l)

alrim

L (P[k]==1 et Flml==2] ou |P{x}==2 at Plonl==1) alocw
PIE] i=uuni
Elrlt=c.uy
Lt o PR T R O st
- sale D R e A . |
sinan
i (P[El==1 st Plm
Pir]lsm=_. .7
Plo] ieev i
RhPbrpand e . ol e s e
HofonnmIibim. i isuaiisinnisinnid
fmd
foadr
fli;
IEi;
affichage (pointir,NoFepand)  blea)r
affichage !podnt |, Molonnelt), cooge) ;
Epour)
eetourne Mlwpasl, NoConmai bl ;
1

=1} alacs

a) Lazone rouge consiste a constyuire la population initiale suivant les valeurs saisies

par I'utilisateur. Vérifier que pour M =13 et NbRepand = 2, on obtient la matrice ligna

P = (00000000001 11),

b} La zone bleue consiste & choisir deux places k et m aléatoirement entre 1 et i dans

la matrice et de regarder les types d'individus correspondants.

En ='aidant das régles de propagation, compléter les pointilles.

c] Tester cet algorithme sur Xcas ou AlgoBox aver N= 100, MbRepand = 50 et NbSe-

maines = 1000, Interpréter ["allure des nuages de points obtenus, puis repondre au

probléme posé.
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7 Coloration d’un graphe et nombre chromatique

7.1 activités

7.1.1 activité 1



7.2 A retenir

définition 11 : (coloration d’un graphe)

le graphe G c’est [affecter a chacun des sommets une et une seule couleur]
telle que, [quels que soient deux sommets adjacents, ces sommets n’ont pas la méme couleur]

exemples :
51 52 §] ——————— 52
~—~— S~ ~— ~—
(R) / W) (1) )
S1 —————— 852 3 5]3 I
~— ~— ~— ~—

~—
(R) V) (B) (B) (R)



7.3 exercices



8 devoir maison

8.1 corrigé devoir maison



Corrigé devoir maison

Exercice 1 : (probléeme 3 page 300)

Pour déterminer le plus sourt chemin de H & D on tulise ’algorithme de DijKstra

H C A B F E D chaines mini
H(0) H(0)

< [[HC)] | |[HA(12)] HB(20) HC(9)

X X X HCB(17) HCE(30) HA(12)

X X X X HAF(25)
x x x x (HCBF(24) | | |(HCBE(28)]
X X X X X HCBFE(29) HCBFD(33) HCBE(28)

( HCBED(31)) | ( HCBED(31)]

la chaine la plus courte de H a D est donc | HCBED | avec un poids de 31

Exercice 2 : (probléme 4 page 301)

1. Avec un tableur

(a) feuille de calcul

A B C
1 | Année | opérateur A | Opérateur B
2| 2010 25 75
3| 2011 22,5 77,5
4 | 2012 21,25 78,75
5] 2013 20,625 79,375
6| 2014 20,3125 79,6875
7 2015 20,15625 79,84375

(b) formules : (B3 = 0,6*B2+0,1*C2 ] et (C3 =0,4*B2+0,9*C2)
(c) Tobjectif n’est pas atteint car 79,84375 < 80

2. Avec des suites
An+1

Bn+1
(a) arbre :

An+1

Bn+1

(b) on a p(Ani1) = p(An) x 0,6 +p(By) x 0,1
(@nt1=0,6a, +0,1b,

donc :

(c) ona:a,+b,=1doncb,=1-a,
d’ou : ap41 =0,6a, +0,1(1 —ay,) =0,6a, +0,1 -0, la,
soit : (ant1 = 0,5a, 40, 1)

(d) wns1 = anp1 —0,2=0,5a, +0,1—0,2 =0,5a, —0,1=0,5(a,

0,1
0,5

) =0,5(an —0,2) = 0,5u,

donc u est géométrique de premier terme ug = ag — 0,2 = 0,25 — 0,2 = et de raison



() on a donc : u, = 0,05 x 0,5" et (a, = 0,2+ 0,05 x 0,5")
as =0,240,05x0,5% = 20, 15625 donc b5 = 1 —a5 = 79, 84375 < 80 et 'objectif n’est pas atteint

3. avec un graphe probabiliste

(a) graphe probabiliste
0,4

0,6 (B) )09
0,1
0,6 0,4
() @‘(0,1 0,9)]

() (po=(0,25 0,75)]

(d) ps = po x M5 = (20,15625 79,84375)
79,84375 < 80 et I'objectif n’est pas atteint

(e) pour déterminer 1'état stable il suffit de trouver P tel que :

z=0,6z+0,1ly —0,42 4+ 0,1y =0 _
P=PxMetax+y=1<— y=0,4r+ 0,9y <= 0,4z + 0,1y =0 <:>{ 0,42+ 0,1y =0
r+y=1
r+y=1 r+y=1
ce qui équivaut aux systéme matriciel AX = B avec A = <_(i’ 4 0’11> , X = <:;> et B = <(1)>

que l'on résoud a la calculatrice en calculant X = A7'B = (8’ :)

on a donc : état stable = P = (0,2 0,8)

ce qui se traduit par le fait, qu’a long terme, la répartition dans les deux villes se rapproche de
20% en A et 80% en B

[l’objectif ne pourra donc jamais étre atteint]




Corrigé devoir maison

Exercice 33 page 315
A. Pour déterminer le plus sourt chemin de H & G on utilise 'algorithme de Dijkstra

A B C D E F G H chaines mini
A(0) A(0)

1

x | AB(2) | AC(1) | AD(4) AC(1)

| Ty | T
X X X X ACE(6) AB(2)
6
X X X X X ADF(5) AD(4)
5
X X X X X X ADFG(9) | ADFH(6) ADF(5)
6
X X X X X X ACEG(8) X ACE(6) ADFH(6)
7

X X X X X X ADFHG(10) X ACEG(8)
X X X X X X X X

la chaine la plus courte de A & H est donc | ACEG | avec un poids de 8

1. graphe probabiliste

si un site est sain, la probabilité qu’il contamine le suivant est nulle, d’ott le 0

)

0,2 1

0,2 0,8
(o (7 %)
0,2 0,8

3. () (an bn) x ( 20 ) — (dns1 bor)

donc (0, 2a, + 0b, 0,8a, + 1bn) = (an+1 bn+1)

donc an4+1 =0, 2a,
donc a, = a1 x 0,27 ! avec a; = 0,2
d’ou : a, =0,2"

(b) 0<0,2<1donc lim 0,2" =0

n—-+400

la probabilité que le site soit infecté tend vers 0 au fur et & mesure que 'on passe de site en
site



9 exercices bac blanc

exercice 17 : (uniquement pour les candidats ayant suivi l’enseignement de spécialité Mathématiques)

— Du "PageRank" d’une page web dépend la place qu’elle aura dans les résultats donnés par un moteur de
recherche. On procéde ainsi pour le calcul du PageRank noté ¢ d’'une page quelconque appelée C :
si k pages P1, P2, ..., Pk pointent vers la page C,
ol a1, as, ...a sont les PageRanks respectifs des pages P1, P2, ... Pk précédentes,
n1 est le nombre de liens qui sortent de la page P1, ny est le nombre de liens qui sortent de la page P2,
..., g est le nombre de liens qui sortent de la page Pk

le PageRank de la page C se calcule ainsi : [¢ = 0,154 0,85 x (% + % + .+ %)J
1 2 k

1. Dans cette partie, on considére que trois pages web A B, et C parlent d’'un méme sujet,
les liens entre les pages web sont donnés par le graphe suivant :

A B

soient a le PageRank de la page A, b le PageRank de la page B et ¢ le PageRank de la page C

la méthode de calcul du PageRank ci dessus conduit aux systéme de trois équations a trois inconnues
a+0b—0,85c=0,15

a,b et ¢ suivant : (S) < —0,425a + b+ 0c = 0,15
—0,425a — 0,850 + c= 0,15

(a) montrer que la méthode de calcul du PageRank appliquée a la page C conduit & 'équation
—0,425a — 0,850 + c = 0,15
a
(b) (S) est équivalent a I’équation matricielle AX = B,ou X = | b |, donner les matrices A et B
c

(c¢) exprimer la matrice X en fonction des matrices A et B puis résoudre cette équation matricielle
grace a la calculatrice en indiquant sur la copie la démarche suivie et donner les valeurs de a, b
et ¢ trouvées

(d) en déduire 'ordre d’apparition des pages dans le moteur de recherche (du plus grand au plus petit

PageRank)

2. on considére dans cette partie le réseau de pages web schématisé par le graphe G ci dessous ot les
liens entre les pages sont possibles dans les deux sens

Soit M la matrice associée au graphe G (sommets
dans l'ordre alphabétique)

8 &8 10 4 8 10
8 4 5 4 8 9
10 5 6 6 9 10
; 3 _
On donne la matrice M° = 16 2 4 6
8 8 9 4 4 5
10 9 10 6 5 6

(a) Un internaute est actuellement sur la page E, combien de chemins de longueur trois peut-il suivre
pour se retrouver sur la page C? (justifier)

(b) Le graphe G admet-il une chaine eulérienne ? (la réponse devra étre justifiée). Si oui donner une
telle chaine

(c) Le graphe G admet-il un cycle eulérien? (la réponse devra étre justifiée). Si oui donner un tel
cycle



corrigé exercice 17 :
1.

a+0b—0,85¢c=0,15
(S)< —0,425a 4+ b+ 0c = 0,15
—0,425a — 0,856 4+ ¢ = 0,15
(a) calcul du PageRank appliquée a la page C :

b
c:0,15+0,85x(g+1)

¢=0,15+40,425a + 0, 85b

(—0,4250 — 0,85b + ¢ = 0,15 |

1 0 —0,85
(b) |[A=| —0,425 1 0 et |B =
—0,425 —0,85 1

(c) et & la calculatrice on entre les matrices A et B et on demande la calcul de A~!B
~ 1,163
qui donne : | X = [ ~ 0,644
~ 1,192

(d) ordre d’apparition des pages dans le moteur de recherche est [C puis A puis B]
car 1,192 > 1,163 > 0,644

2. on considére dans cette partie le réseau de pages web schématisé par le graphe G ci dessous ol les
liens entre les pages sont possibles dans les deux sens

Soit M la matrice associée au graphe G (sommets
dans l'ordre alphabétique)

8 8 10 4 & 10
8 4 5 4 8 9
10 5 6 6 9 10
: 3 _
On donne la matrice M* = 4 4 6 2 4 6
8 8 (9] 4 4 5
10 9 10 6 5 6

(a) Un internaute actuellement sur la page E, peut suivre 9 chemins de longueur trois pour se re-

trouver sur la page C car

(b) Le graphe G [admet une chaine eulérienne] car il n’admet que (deux sommets de degrés impairs]
E et B de degrés trois
chaine Eulérienne : [EBFDCFACEAB]

(c) Le graphe G [n’admet pas de cycle eulérien] car [il n’a pas que des sommets de degrés pairs] Si
oui donner un tel cycle




exercice 18 :
Candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité

En 2010, les clients d’'une banque nationale se répartissent en deux catégories distinctes :

e Catégorie A, composée des clients d’agence

e Catégorie I, composée des clients internet

En 2010, 92 % des clients sont des clients d’agence et 8% des clients sont des clients internet.

On admet que chaque année, 5% des clients d’agence deviennent clients internet et inversement 1% des
clients internet deviennent clients d’agence.

On suppose que le nombre de clients de la banque reste constant au cours du temps et qu’un client ne peut
faire partie des deux catégories.

On s’intéresse a I’évolution de la répartition des clients de cette banque dans les années a venir.

On note pour tout entier naturel n :
e a, la probabilité qu’un client de la banque, pris au hasard, soit un client d’agence a ’année 2010+ n,
e 1, la probabilité qu'un client de la banque, pris au hasard, soit un client internet a ’année 2010 + n,
e P,=(a, ip) la matrice correspondant a I’état probabiliste de I'année 2010 + n.

On note M la matrice de transition, telle que pour tout entier naturel n,
Pyy1 =P, x M.

Partie A Etat stable d’un graphe probabiliste

Dans cette partie, on donnera des valeurs approchées arrondies au centiéme.

1. Déterminer le graphe probabiliste correspondant & cette situation.

2. Donner Fy la matrice traduisant 1’état probabiliste initial.
0,95 0,05
0,01 0,99/°

3. (a) Calculer la matrice P;.

On admettra que M = (

(b) Déterminer, a I’aide de la calculatrice, la répartition des clients de la banque en 2015.

4. Déterminer, par le calcul, ’état stable de la répartition des clients.

Interpréter le résultat.

Partie B Etude de la limite d’une suite récurrente

1. (a) A Taide de la relation P11 = P, x M, exprimer a,41 en fonction de a, et iy,.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, a,+1 = 0,94a, + 0,01.

1
2. On définit la suite (uy,) par u, = a, — 6 pour tout entier naturel n.
(a) Montrer que la suite (u,) est une suite, géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.

(b) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

3 1
— qn 4+ .
150 x 0,9 +6

(d) Déterminer la limite de la suite a,, lorsque n tend vers +oc. Interpréter le résultat.

(¢) En déduire que pour tout entier naturel n, a,, =



corrigé exercice 18 :
Candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité
Partie A Etat stable d’un graphe probabiliste

0,05
0,01

1.

2. Donner [PO = (0,92 0,08) ] On admettra que M = (0’ % 0, 05>

0,01 0,99

3. (a) Py=Pyx M =((0,8748 0,1252) |
(b) répartition des clients de la banque en 2015
Ps = pg x M® ={(0,72 0,28)

[72 % de clients d’agence et 28% internetj

4. pour déterminer I’état stable il suffit de trouver P tel que :

x=0,952 + 0,01y —0,052z 4+ 0,01y =0 _
P=PxMetaty=1<={ y=0,050+0,99y <= { 0,052 —0,0ly=0 <= { 0,05 +0, 01y =
r+y=1
r+y=1 r+y=1
ce qui équivaut aux systéme matriciel AX = B avec A = <_01’ 05 0’101> , X = <z> et B = <(1)>
0, 166666...
5 A < . _ —1 _ 9
que l'on résoud & la calculatrice en calculant X = A= B = (0, 833333...>
on a donc : état stable [P =(~0,17 ~0,83) ]
a long terme, la répartition se rapproche de ~ 17% en agence et 83% internet
Partie B Etude de la limite d’une suite récurrente
1. (a) Ppy1 =P, x M
. . 0,95 0,05
donc (an+1 int1) = (an in) X <0701 0799>
donc [anﬂ =0,95a, + 0, ounj et inr1 = 0,05a, + 0,99,
(b) de plus : a, + i, = 1 donc i, =1 — ay,
donc a, 1 = 0,95a, + 0,01(1 — a,) = 0,94a, + 0,01
soit [anH =0, 94a, + 0, 01]
1
2. On définit la suite (uy,) par u, = a, — g powr tout entier naturel n.
1 1 0,06 —1 —0,94 1
() Upt1 = Any1 — 6= 0,94a,, + 0,01 — 6= 0,94a,, + ’T =0,9%a, + —— = 0,95(a, — 6)

Up4+1 = 0,94u,

onc u est geometrique de premier terme ugp a s s 6 [’LLO 6 600 150

et de raison

(b) donc u, = ug x ¢" soit {un = 15g © 0,94™ | en fonction de n.

4,52 452 113J

1 113

1
S =222« 0, 94m _’
6 |30 “ V7 T

(c) on en déduit que pour tout entier naturel n, a, = u, +

(d) on en déduit que : ¢ = 0,94 donc 0 < g <1
113 1 113 1 1
1 n _ 1 _ n _ = — —_ = —
donc nll)r_’l_l 0,94" =0 et nll)r_’l_l 150 x 0,94 + 5= 150 x 0+ 6”6

1 1
donc m et le pourcentage de clients en agence [se rapproche de — ~ 17%J a long
n—-+o0 6 6

terme
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